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1.  ÁNGULOS  EN  LA 
CIRCUNFERENCIA 


* 


Recordemos  del  curso  anterior  aue  óngulo  inscrito  es  el 
que  tiene  su  vértice  en  la  circunterencia  y  sus  lados  son 
cuerdas  de  la  misma.  El  ángulo  inscrito  tiene  como  valor  la 
mitad  del  ónguio  central  correspondiente. 


Llamamos  ánguio  interior  a  aquel  cuyo  vértice  es  interior  a 
lo  circunferencio.  Su  valor  es  lo  semisuma  de  los  ángulos 
centrales  correspondientes  o  los  arcos  delimitados  por  los 
lados  y  sus  prolongaciones. 


a  - 


a\+a 2 


A 


D 


B 
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MÉMÉ 


N  • 


Ángulo  exterior  es  aquel  cuyo  el  vérfice  es  exterior  a  la 
circunferencia.  Su  valor  es  la  semidiferencia  de  los  énqulos 
centrales  abarcados. 


V 


B 


2.  ARCO  CAPAZ 


Esto  nos  lleva  a  un  concepto  importanfe  en  geometría.  Se 
llama  arco  ca'paz  de  un  óngulo  a  para  un  segmento  AB  dado, 
al  lugar  geométrico  de  los  puntos  del  plano  desde  los  que  se 
ven  los  extremos  del  segmento  bajo  dicho  ángulo. 

El  arco  copaz  siempre  es  un  arco  de  circunferencia  que  pasa 
por  los  extremos  del  segmento,  ya  que  si  unimos  cualquier 
punto  de  esa  circunferencia  con  los  extremos  del  segmento,  se 
forma  un  óngulo  inscrito,  cuyo  valor  es  siempre  el  mismo, 
independientemente  del  punto  que  cojamos  en  la 
circunferencia.  Para  hallar  el  centro  del  arco  capaz  se  traza  la 
mediatriz  del  segmento  y  por  uno  de  los  extremos  del 
segmenfo  (A)  se  dibuja  una  línea  que  forme  un  óngulo  de 
(90°  -  a)  con  AB.  El  punto  de  corte  es  el  centro  del  arco,  ya 
que  el  ángulo  central  en  0  es  2a  y,  por  tanto,  el  óngulo  en  P 
es  la  mitad,  es  decir,  a,  al  ser  un  óngulo  inscrito  en  una 
circunferencia. 


P 


P2 


Siempre  hay  dos  arcos  siméfricos  respecto  al  segmento  AB 
que  cumplen  la  definición,  uno  porarriba  y  otro  por  abajo. 


EJERCICIO  RESUELTO  1 

Hallar  lo  puntos  desde  lo  que  se  ven  cada  uno  de  los  dos 
segmentos  dados  bajo  un  óngulo  de  60°. . 


Según  la  definición  de  arco  capaz,  los  puntos  pedidos 
estarón  en  el  arco  capaz  de  60°  de  cada  segmento.  Por 
tanto,  basta  dibujarlos-  (hay  dos  simétricos  por  cada 
segmento)  y  la  solución  seró  su  infersección,  el  punto  A. 


A 


B 
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I.  CUADRILÁTERO 
NSCRIBIBLE 


£;.: : :  *: :.*-v  •  v :  !*  I* : : i  i"  :'/•/•':  i  i :  :.v  :::•*•••  . 

i: •  )'${$$$} í£:]^;:Vî»/.\l : .*  • 

l«ÌÌÌlÌlr:  Cuadrilátero  ínscríbible  es  uri  cuadrilótero  que  tiene  los  cuatro 

sobre  una  circunferencia  Como  todo  cuadrilátero,  los 
dngulos  interíores  suman  3ó0°.  Pero  en  este  ccso,  los  cuatro 
angulos  son  inscritos,  y  por  lo  tonto  miden  la  mitad  de  su 
IISÌISÌIBIcingulo  central  correspondiente. 


".  *  •.•;•.•■.•’••;.•• : : 


.  - ;  f  / V".*"//."  vV  ^ 


vì 


Si  nos  fijamos  en  dos  dngulos  opuestos,  a  y  P,  la  suma  de  los 
dos  centrales  es  360°. 


Portanto  2a  +  2f5=  360°  =>  |g  +  [ì  =  1 80°. 


Eso  les  distingue  de  los  otros  polígonos  de  cuatro  lados.  Por 
tanto,  para  que  un  cuadrildtero  se  pueda  inscribir  en  una 
circunferencia,  debe  cumplir  que  la  sumo  de  los  dngulos 
opuestos  sea  1 80°. 

EJERCICIO  RESUELTO  2 

Deducir  razonodamente  el  valor  de  los  dngulos  a,P  y  y,  o 
partir  de  los  datos  que  se  indican. 

5  t&jÛÙfy. 


4  £• 

V  j|£ 
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Por  la  condición  de  cuadrilátero  inscribible,  se  cumple  que 

a  +  48°+89°- 180° 
a  -43° 

Por  ta  condición  de  arco  capaz,  el  ángulo  p  y  el  de  55° 
deben  ser  el  mismo. 

Y  para  hallar  y,  basta  sumar  los  ángulos  del  trîóngulo  en  el 
que  estó,  cuya  suma  es  1 80°  como  la  de  todo  triángulo: 

43°+55°+y-180° 

y-82° 

>  1 

EJtRClQO  RESUEL70  3 

Dibujar  el  trióngulo  rectóngulo  ABC  del  que  se  conoce  la 
hipotenusg  BC  y  el  punto  V  por  el  que  pasa  la  bisectriz  VA. 


B  V  C 

El  vértice  A  es  recto.  La  bisectriz  VA  divide  el  ángulo  en  dos 
óngulos  iguales,  es  decir,  de  45°.  Por  ianto  A  estaró  en  el 
arco  capaz  de  45°  de  los  dos  segmentos  BV  y  VC. 


•VIíî.ì 


EJERCICIOS  PROPUESTOS 


1 .  Dibujar  el  conjunío  de  puntos  desde  los  que  se  ven  a  un 
segmenío  de  3  cm  bojo  un  óngulo  de  70°. 


2.  Construir  un  tnóngulo  conociendo  la  longitud  de  un  fado 

ese  vértice 


uu  ifiunyuiu  Lunuuenao  ia  longiTua 
ó  cm,  el  ángulo  opuesto  60°  y  que  la  altura  desde 
es  4  cm. 


3.  Construir  un  triángulo  conociendo  la  longitud  de  un  lado 
55  cm,  el  óngulo  opuesto  45°,  y  la  longítud  6  cm  de  !q 
mediona  que  ílega  al  ado  dodo. 


4.  âCuónto  han  de.valer  los  óngulos  a  y 
cuadrîlátero  ABCD  sea  inscribible  en  una 


3  para  que  ef 
árcunferencía? 


5.  A  Iq  vista  de  la  figura  adjunta  y  teniendo  en  cuenta  los 
valores  acofados  en  los  ángulos,  deducir  razonablemente  y  en 
este  orden  los  valores  de  los  ángulos  a,  J3,  y  y  5. 


8 


6. 


Dibujar  un  cuadrifótero  inscribible  ABCD  del  que  se  da^ 
en  posioón  y  mognitud  el  lado  AB.  Se  conocen  además  losl 
lados  BC  ~  60  mm,  AD  =45  mm  y  el  ángulo  A=  120° 


• :  •■'•M 
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A  Q  /  •*  p.  B  y  C  son  fres  vértices  dei  cuadrilófero  * 

convexo  ABCD  mscnfo  en  una  circunferencia.  Dibuiar  dicho  t 
cuadrilofero  sabiendo  que  el  lado  CD  mide  40  mm  * 


.'JS 


8.  Hollor  ios  punfo  del  plano  desde  los  que  se  ven  ba|o  un 
angulo  de  45°  fos  segmentos  AB  y  BC. 
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Los  seçmentos  AB  y  BC  son  lados.de  dos  triángulos  que 
:ï:  tfenen  un  lodo  común  BD.  Dibujar  ambos  triángulos  sabiendo 

‘  "  30° . 

mf . . . 
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10.  Desde  un  navío  se  divisan  los  faros  F  y  P  formando  un 
ángulo  de  60°  y  las  posiciones  del  faro  P  y  la  colina  C 
formando  un  óngulo  de  45°;  ambas  mediciones  se  realizan  en 
un  plano  horizontal.  Determinar  la  posición  de!  navío. 


11.  Dadas  las  circunferencias  C,  y  C2  hallar  los  puntos  de! 
plano  desde  los  aue  se  ve  a  C,  bajo  un  ángulo  de  60°  y  a  C2 
bajo  un  ángulo  de  90°.  Se  recuerda  que  un  punto  ve  a  una 
circunferencia  bajo  un  ángulo  a  cuando  ías  tangentes 
trazadas  desde  el  punto  a  la  circunferencia  forman  un  ángulo 
devalora. 


v; 


12.  Dibujor  un  triángulo  rectangulo  cuyo  hipotenusa  mida 
80  mm,  y  la  altura  sobre  ella  sea  de  35  mm, 


13.  Dado  el  triángulo  ABC,  hallar  un  punto  de  su  interior 
desde  el  cual  se  vean  los  tres  lados  bajo  el  mismo  óngulo. 


A 


M^Construir  un  cuadrilatero  inscriptible  en  una 
circuFíferencia  de  modos  que  AB=  20,  BD=  60  y  AD  =  50 
mm,  siendo  BC=CD. 


15.  Sea  AB  el  diómetro  de  una  circunferencia.  Tracemos  una 
cuerda  arbitraria  AC  que  sale  de  A.  Prolonguémosla  una 
cantidad  CM=CB.  Hallar  el  lugar  geométrico  del  punto  M. 
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16.  Dodo  un  punto  P  en  el  plano  de  un  círculo,  2Cuól  es  eí 
lugar  geométrico  del  punto  medio  M  de  ías  cuerdas  que 
pasan  por  P? 


:;.Sw 


18.  Los  puntos  A  y  B  son  dos  puntos  fijos  de  una 
círcunferencîo  y  CD  es  uno  cuerda  de  longitud  constante  que 
ocupa  todos  las  posiciones  posibles  en  la  circunferencia. 
Hallor  los  lugores  geométricos  de  los  puntos  M  y  N. 
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17.  Un  óngulo  constante  a  pivota  alrededor  de  su  vértice  V 
que  estó  en  una  circunferencia  fija.  éCuól  es  el  lugor 
geométrico  de  los  puntos  medios  P  de  las  cuerdos  AB  que  sus 
lodos  intercepton  en  la  circunferencia? 


•  '-vSsM 


••vVSí 


•  •.'••'i'iV 


m 


•  •  ■  .*v 

•  l  ’V 


.  I  r^l 


y;ç£ 


'  '.V, 
£§8 


•:V\> 


:..VAS 

.•-■-ìîi 


S(í 

v'.£> 

.  •  ii/, 

M 

•• 

•^  *  •**  i  f* 

v-SV 


::v.':áS 

::'SVA 
•  •  .'.'vV 

•/.nV/ 

v-/# 

vm 
M 


m 


••V.'.V 

:•:!!> 


>V« 


•v.^ 

:!SS 


•  ..%•• 
::.'N 
.:  rs’í.  „ 

:  M'-V^ 

• :  v>.vSÍ 
•>::0î?i 

•  ii 

.  '>•*, 

.  v’V 


;V.:;ÂV§ 

•;.'.-« 

'•.••.'.•vV 

•:á:'ÍSS 

•;.W 


•\í. 

.v'.í 

'V/ 


:*SB 


;.r-v' 
.V.Ny ' 


m 


IP 

Hl 

V',-vì> 

;:vf 

;Éa 

. . . 

m 

m 

.••.••y,ví 

I 


■ík 

m 

m 

■Vv'^ 

a 


•  >N 


10 


x  i 


'X>'A\v'  •  v  V  '  -V  /  /• /v rV'v /'Y  \Y\ YVV.' 

/A,  /-N  VA/V  <v  <«*.  \..  ^  /.■.V.V.V^-.<%ÌVA«, 

;  WAyv*  MV..<i>vv^  •<h//4'*v/>i^«j^AA/ 

A  <  WA  WA  M¥AVV'VÍ..\  <S*X  >»A>/a"AaÍa>V<9 

,  Í  %  /  A  <>..  >A'  >.Ai,v<v/«X  V/*v*  Ví>M  M)aM 


0<«ÌV 


vXvAw<-'YAx-'y*"'-<//^<'-K'->> 

N%  >AV*V>«^y>V^v/>/^/< 

,ív<ww*xt  <«'<ý  i'.y<^v'-vvv>A 
•>X<  X,Sv  >ASV*-W 

••  VAV/  vXvV4  WAV  <W<  V« 
<  A  /X  >A  >t'»*/  •>> 

■  •  /  \-avaa/^Sa  /VA  >XvX/\\ 
V»  •  A  .  .  <.<<>'A\AVAVX<\<* 

,  *.  }  • .  ^/ v.  "x  w<  w  w  \></** 
,.  /.  •  /  -  a. v. av'a>x<x*\: 

;.  /  ,  <!.•:%  •%•/  /  '/A  /  A  V  A  V  • 

i,A.  ..% . A./..V\V/V'\ 

„  \\/.  V  V.  /\  •>  •  \\  A,“  \  '  \V  • 
K..  v  ..\  .  •..  *  •/••/\.A//V/ 


Wŷ@ 


✓ 


Si  el  factor  fuese  por  e[emplo  2‘3,  la  distancia  a  =  VA  se 
llevaría  desde  V  dos  veces,  más  0'3  veces.  Para  obtener  esta 
última  medîda,  hay  que  dividir  por  Tales  VA  en  10  partes 
iguales  y  coger  3.  Así  obtendríamos  VA'  =  2'S^VA 


Dos  figuras  son  semejantes  cuando  las  longitudes  de  sus  lados 
son  proporcionales  y  sus  ángulos  iguales. 


Si  la  razón  de  proporcionalidad  de  sus  iados  es  k,  la  razón  de 
proporcionalidad  de  sus  áreas  es  k2,  y  la  de  sus  volúmenes,  k3. 


La  constante  K  puede  ser  negativa.  Esos  significa  que  el  punto 
A'  está  al  otro  lado  del  punto  V.  Por  ejemplo  si  K=*2,  la  figura 
semejante  del  triángulo  ABC  sería  el  A'B'C'. 


Si  lo  que  se  quiere  es  multiplicar  un  segmento  a  por 
V2,V3...  ,  lo  mejor  es  usar  el  Teorema  de  Pitógoras: 
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EJERCICIO  RESUELTO  1 


Dibujar  una  íigura  semejante  a  la  dada,  de  órea  tres  veces 
mayor. 

Como  la  reíación  de  óreas  es  k2  y  su  valor  es  3,  la  relación  de 

los  longitudes  de  los  lados  seró  k  =  V3  =1,73 . 

Para  dibujor  la  nueva  figura,  partimos  del  punto  A.  Lo  unimos 
con  los  demós  vértices  B,  C  y  D.  Sobre  AB  senalamos  el  punto 
B,  que  cumple:  _ 


AB' 


=  V3 


AB 
AB'  =  -JÏAB 

A  partir  de  B'  trazamos  pardelas  a  cada  lado,  determinando 
el  resto  de  los  vértices  C'  y  D'. 


2.  SEGMENTO  MEDIA 
PROPORCtONAL  ENTRE 
OTROS  DOS  DADOS  A,  B 


Un  segmento  m  es  media  proporcionol  de  otros  dos  a,  b,  sí 
cumpleque:. 

a  m 


m 


b 


Para  determinar  el  valor  de  m  se  dibuja  a  y  en  prolongación 
b.  Se  hace  el  arco  capaz  de  90°  del  segmento  a+b,  y  por  el 
punto  de  uníón  entre  a  y  b  se  sube  una  perpendicular,  de|| 
valorm. 


N 


m 


:>,w 


Para  demostrarlo  basta  ver  en  el  dibujo  que  los  dos  óngulos 
a  son  iguales  por  tener  sus  lados  perpendiculares  dos  a  dos. 
Además  como  los  dos  ángulos  en  Q  son  de  90°,  los 
triángulos  rectángulos  MQN  y  NQP  son  semejantes,  por  lo 
que  se  puede  escribir: 

b  _m 

m  a 


•  •.•.•/•i>V 


■  •;>,y 


V.vs 


••  „ 
••  • 


Çv.-i  v.c 


i : 


m 


c 


C’ 


EJERCICIO  RESUELTO  2 


Dado  un  segmento  de  longitud  a,  hallar  gráficamente 


El  segmento  pedido  /  =  Va  cumple  que  =  a- 1,  que 

a  l 

se  puede  expresar  como  -  =  Por  tanto  el  segmento 
pedido  /  es  media  proporcional  entre  a  y  1 . 


a 


1 


m 
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4.  SECCIÓN  ÁUREA 


3.  APLICACIÓN  DEL 
CONCEPTO  DE  MEDIA 
PROPORCIONAL.  TEOREMAS 
DE  LA  ALTURA  Y  DEL 
CATETO 


El  teorema  de  la  altura  dice:  en  un  triángulo  rectángulo,  la 
altura  sobre  la  hipotenusa  es  media  proporcîonal  entre  los  dos 
segmentos  en  que  !a  divide.  Es  una  aplicación  directa  del 
concepto  de  medìa  proporcional. 


m  _  h 
h  n 


El  teorema  del  cateto  dice:  en  un  triángulo  rectángulo,  cada 
cateto  es  media  proporcional  entre  la  hipotenusa  y  su 
proyección  sobre  ella. 


a  b 

a  c 

b  m 

y 

c  n 

Para  demostrarlo,  basta  establecer  las  relaciones  de 
proporcionalidad  en  los  trióngulos  rectángulos  semejantes 

ABC,  AQC  y  AQB. 


A 


a 


El  número  áureo  0  es  la  solución  a  la  ecuación 

X2  =  X  +  1 

Como  es  una  ecuación  de  segundo  grado,  la  solución  es 

X  =  =  1'61  803398874... 

2 

A  ese  número,  que  es  irracional  y  por  tanto  tiene  infinitas 
cifras  decimales,  se  le  llama  número  áureo,  y  se  le  representa 
por  í>. 

Figuras  con  proporciones  óureas  han  estado  presentes  ,con 
frecuencia  en  el  arte:  en  las  pirámides  de  Egipto,  en  la 
fachoda  del  Partenón,  en  las  catedrqles  góticas,  en  muchos 
cuadros  clásicos,  etc.  Incluso  hay  se  usa  en  el  diseno  de 
objetos,  como  en  las  tarjetas  de  crédito,  en  el  DNI,  en  los 
billetes  de  banco,  en  las  cajas  de  cassetes,  etc. 


Propiedades  matemáticas 

a)  —  =  Í>-1  =  0'6 1803398874... 

O 

b)  O2  =0  +  1  =  2'61 803398874... 

c)  O2  =0  +  1  =0  +  1 

O3  =  O2  +  O  =20  +  1 
O4  =  O3  +Oz  =30  +  2 
O5  =04+03  =50  +  3 
O6  =05  +04  =80  +  5 
O7  =  O6  +05  =130  +  8 

O8  =07  +06  =210  +  13 

♦ 

d)  Los  coefícientes  de  los  sumandos  que  salen  en  las 
expresiones  anteríores  forman  la  llamada  serie  de  Fibonacci, 
en  Ig  que  cualquier  término  es  la  suma  de  los  dos  anteriores. 
El  cociente  entre  dos  elementos  consecutivos  de  esa  serie 
tíende  a  í>,  por  excesó  y  por  defecto.  Esto  ocurre  incluso  en 
una  seríe  de  Fibonacci  generalizado,  en  la  que  se  parte  de 
do$  números  cualesquiera,  y  el  siguiente  es  la  suma  de  los 
dos  anteriores. 
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Propiedades  geométricas 

a)  En  el  pentágono  regular,  la  relación  entre  la  diagonal  y  el 
lado  es  el  número  áureo. 


d_ 

l 


b)  Un  rectóngulo  con  los  lados  en  proporción  se  llama 
áureo.  Si  en  éí  se  recorta  un  cuadrado  móximo,  el  rectóngulo 
que  queda  sigue  siendo  óureo. 


c)  Construcción  de  un  segmento  óureo  de  otro  dado 


En  efecto: 


X  = 


f  ì  \2  1  15 

-1  +/2=ì/  +  /. 

\2  J  ,  2  V  4 


V5+1 


/  =  <&/ 


X 


d)  Dívísión  de  un  segmento  en  dos  partes  que 
relación  óurea. 


Dado  un  segmento  AB,  írazamos  por  A  una  ( 
llevamos  la  ongitud  AB/2.  Desde  su  extremo  dibujcmos  lc|| 
circuníerencîa  de  radio  AB/2,  y  unimos  A  con  su  centro  .  LqìJ 

dos  intersecciones  de  esa  recta  con  la  circunferencia  dan  losil 

'''' 

segmentos  óureo  y  división  óurea  del  segmento  AB.  Suj| 
demostración  es  similar  a  la  anterior. 


•  •  :;:V& 


°  -m 


A 


B 
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5.  FIGURAS  PLANAS 
EQUIVALENTES 


îUlÔ 


Se  dice  que  dos  figuras  son  equivalentes  si  tíenen  igual  órea. 

Si  tenemos  un  polígono  de  n  lados,  vamos  a  ver  cómo 
podemos  construir  otro  equivalente  de  n-  1  iados. 


a* 
í* 

i* 

••:ï-r7í§38 
.//.IfPra 


:W£ma 


.  '■.••.íìJ^tos 

■:Bm 


Sean  A,  B,  C  tres  vértices  consecutivo^.  Unimos  A  con  C  y  por 
B  trazamos  una  paralela  g  la  recta  AC,  que  corta  a  la  pro- 
iongoción  del  lado  en  D. 


El  triángulo  ABC  es  equivalente  al  ADC,  por  tener  igual  base 
(AC)  e  ígual  altura  (dístancia  entre  las  dos  rectas  paralelas). 
Por  tanto,  el  polígono  ADEF  tiene  igual  área  que  el  ABCEF  y 
un  lado  menos. 


i 


§ál 


I 
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6.  DETERMINACIÓN 
GEOMÉTRICA  DEL 
CUADRADO  EQUIVALENTE  A 


UN  POLIGONO  DADO 


sivítìiv;?; 

íví;;;: 

**r- 

i 

vSv 

•::;•:•:•/:• 

:• :  •:••«••.•.••• : 

:•:••*•••:•••« 

••••:•:••.••::':' 

p/.v.vv 

lált 

JîBI 

• . 

: . : :  /  v-  .  . 

j||  Vamos  a  verlo  con  un  ejemplo.  Hallemos  el  cuadraco 
1311;  equivalente  al  siguiente  hexógono; 
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MMÌTaj  Se  van  .quitando  vértices,  hasta  reducir  el  polígono  a  un 

tridngulo  equivolente  ABC,  cuyo  órea  es  /2  AB  •  h. 

•• 


•'  • :  v.:;.-*!v;:V***  •;;  • ; ;  •"•  ••  v ; ; 


b)  Se  dibuja  el  segmento  suma  de  (V2AB)  y  h,  así  como  !a 
semicircunferencia  que  pasa  por  sus  extremos. 


••• 

t 


•: 


•  ••  •••• 


•  •  I 

s 
: 

\ 

l 

c)  Por  el  punto  de  separación  entre  ('MB)  y  h  se  traza  uno 
vertical  que  corta  a  la  semicircunferencia  en  un  segmento  de 
longitud  I,  que  es  el  lado  del  cuadrado  equivalenfe 


La  razón  de  ello  se  ve  en  la  siguiente  figura: 


porsemejanza  de  triángulos 


l 


1 


AB 


h 

1 


1  —  2 

por  lo  que  —AlB  ■  h  —  l  ,que  es  el  área  del  tridngulo 
ABC  equivolente  ol  hexógono  dado. 


Por  último  dibujamos  el  cuadrodo  equivalente,  de  lado  I: 


I 


7.  POLÍGONO  REGULAR 
EQUIVALENTE  A  UNA 
FIGURA  DADA 


Se  parte  de  un  polígono  regular  auxiliar  semejante  a  la 
solución,  de  lado  conocido  l|.  A  partir  de  él  se  obtiene  el 
lado  l2  de  su  cuadrado  equivalente.  Con  la  figura  dada  se 
obtiene  el  lado  l3  del  cuadrado  equivalente.  El  polígono 
reguíar  solución  tendró  de  lado  I4,  que  seró  semejante  al 
auxiliar  y  por  lo  tanto  cumpliró 

LJjl 

h  h 

que  en  forma  geométrica  se  haíla  por  el  teorema  de  Tales 


Así  podemos  obtener  un  tridngulo  equiíótero  equivalente  a 
una  figura  dada,  un  pentógono  regular,  un  rectángulo  de 
doble  base  que  altura,  etc. 

Veómoslo  con  un  ejemplo: 
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EJERCIOO  RESUELTO  3 

Hollar  e!  trióngulo  equiláfero  equivalente  al  sîguiente 
polígono: 


Partîmos  de  un  triángulo  equílótero  auxiliar  de  lado  l]-2cm,  y 
obtenemos  el  lado  de  su  cuadrado  equivalente  \2 


A  partir  del  polígono  dado,  obtenemos  el  lado  l3  de  su 
cuadrado  equivalente. 
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Establecemos  ahora  la  siguîente  proporción:  si  l2  se  obtiene 
partir  de  un  triángulo  equilátero  de  lado  \]f  a  i3 
corresponde  un  triángulo  de  lado  l4 : 


Por  último,  con  l4  dibujamos  el  triángulo  equilótero  buscado 


y, 


EJEROCIO  RESUELTO  4 

A  partir  de  un  penfógono  regular  de  lado  3  cm,  construir  el  cuadrado  equivalente. 

Reducimos  el  pentágono  a  un  triángulo  equivalente  ABC. 


Dibujamos  el  segmento  sumo  de  'h  AB  y  h;  trozamos  la  semicircunferencia  que  pasa  por  sus  extremos,  y  levantamos  una  perpendiculor 
por  el  punto  de  separacicm  entre  Vi  AB  y  h.  Así  hallamos  L. 


EJERCICIOS  PROPUESTOS 


1 .  Inscribir  un  cuadrado  en  ef  írióngulo  dado. 


2.  Hallar  gróficamente  el  perímetro  de  un  trióngulo  A'B'C' 
cuyo  lado  mayor  mide  50  mm,  sabiendo  además  que  es 
semeiante  o  otro  trióngulo  ABC  cuyos  lados  miden  a  =  35 
mm,  d  =  30  mm  y  c  =  25  mm. 


3.  Construîr  un  trióngulo  semejante  al  ABC  y  que  tenga  de 
perímetro  1 80  mm. 


4.  Inscribir  en  el  trióngulo  ABC,  en  la  forma  que  indica  lo 
figura  explicativa,  un  rectángulo  en  el  que  un  lado  es  los  2/3 
del  otro. 


5.  Dado  la  circunferencia  C,  inscribir  en  ella  un  redángulo 
que  tengo  un  lado  doble  del  otro. 


6.  Conocemos  las  rectos  r,  r1  y  un  punto  A  situado  sobre  r. 
Dibujar  todos  los  cuadrados  ABCD  tales  que  el  lado  AB 

quede  confenido  en  r  y  el  vértice  C  opuesto  al  A  quede 
contenido  en  r'. 


7.  Los  dos  herederos  de  un  íerreno  trianguíar  ABC,  que 
sólo  tiene  ccceso  desde  la  calle  del  lado  AB,  deciden  dividir 
en  dos  partes  iguales  con  un  lado  paralelo  a  AC,  de  forma 
que  ambos  tengon  acceso  desde  dicha  calle.  Determinar  los 
divisiones  del  terreno. 


c 


8.  Dividir  óureamente  un  segmento  AC  =  40  mm. 

9.  Construir  un  rectóngulo  óureo  conociendo  la  medida  de 
los  dos  lados  mayores  =  60  mm 
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10.  Dadò.un  segmento  b  =  50  mm,  hallar  gráficamente  los 
segmentos  a  y  c  sabiendo  que  a  es  e!  segmento  áureo  de  b  y 
que  b  es  el  segmento  óureo  de  c. 

11.  Dibujar  un  trióngulo  isósceles  de  perímetro  10  cm  y  en 

el  que  lo  base  es  el  segmento  áureo  de  uno  de  sus  lados 
laterales.  '■ 

12.  Dibujar  un  trióngulo  isósceles  de  perímetro  18  cm  y 
cuyos  lados  ìguales  sean  segmento  óureo  de  la  base. 


1 3.  Trazar  el  cuadrado  equivalente  ol  polígono  dado. 


14.  Hallar  el  cuadrado  equivalente  al  polígono  dado. 


15.  Hallar:  a)  Un  triángulo  equivalente  al  cuadrilótero  dado. 
b)  Un  cuodrado  equivalente. 


* 


16,  Determinar  el  triángulo  equilótero  equivalente  al 
paralelogramo  dado. 


17.  Construir  un  triángulo  equilótero  equivalente  al 
paralelogramo  dado. 


18.  Determinar  un  rectóngulo  de  doble  base  que  altura, 
equivalente  ai  triángulo  dado. 


* 


V 

*  * 
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1.  POTENCIA  DE  UN  PUNTO 


Se  lloma  potencia  de  un  punto  P  respecto  de  una 
circunferencia  al  producto  de  los  segmentos  determinados 
por  dicho  punto  y  las  intersecciones  de  la  circunferencia  con 
una  secante  cualquiera  que  pase  por  P. 


Potencia  de  P  =  PA\  -  PA 2 


Propiedad 

La  potencìa  de  un  punfo  respecfo  de  uno  árcunferencia  es 
independienfe  de  la  secanfe  e  egida. 

En  efecto,  tracemos  dos  secantes  cualesquiero.  Si  unimos  Bi 
con  A2  y  Ai  con  B2/  obtenemos  dos  trióngulos  que  son 
semejantes,  por  tener  dos  óngulos  iguales  (uno  a  coincídente 


y  otro  P  înscrito  en  una  circunferencia  que  abarca  el  mismo 
arco),  y,  portonto,  también  es  igual  el  tercero  ónqulo,  que  es 

180°.  (a  +  P). 


Aplicando  la  proporcionalidad  entre  los  lados  de  los 
trióngulos: 


pa2  

PBX 

pb2 

« 

PAi 

por  lo  que: 


PAX  • PA2  = PBX  PB2 
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Significado  geométrico  de  la  potencia 
de  un  punto 

Si  trazamos  la  secante  que  pasa  por  el  centro  de  lo 
circunferencia,  se  cumple  que 


Pot P  -  PAX ■  PA2  =(PO-r)(PO  +  r)  =  PO  -r 


2.  EJE  RADICAL  DE  DOS 
CIRCUNFERENCIAS 


Se'llama  ee  radical  de  dos  circunferencias  al  lugar 
geométrico  oe  los  puntos  del  plano  que  tienen  la  misma 
potencia  (variable  para  cada  punto)  respecto  de  las  dos 
circunferencias.  Es  una  recta  perpendicular  a  que  en 
general  no  pasa  porel  punto  medio  de  0i02. 


•  *.* 
.*/ 


A2 


Si  P  es  exteríor  a  la  circunferencia,  PO  >  r  y  la  potencia  es 
por  tanto  positiva. 

Si  P  pertenece  a  la  circunferencia,  PO  -  r  y  la  potencia  es 
cero. 

Si  P  es  ìnterior  a  la  circunferencia,  PO'  <  r  y  la  potencia  es 
negativa. 

Por  otra  parte,  si  trazamos  la  tangente  desde  P  a  la 
circunferencia  de  centro  0,  los  puntos  y  Á2/  coinciden,  por 
lo  que: 


PotJ>  —  PA\  ■  PA2  —  t 


Al=A2 


Si  las  circunferencias  son  secantes,  el  eje  radicol  es  la  recta 
que  pasa  por  los  puntos  de  corte,  ya  que  los  puntos  A  y  B 
tíenen  igual  potencia  respecto  de  ambas,  concretamente 

cero. 


Si  las  circunferencias  son  tangentes,  seró  la  tangente  común, 
por  $er  un  caso  límite  del  anterior. 


í; 
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Si  las  circunferencias  son  exteriores,  para  hallar  el  eje  radical 
se  traza  una  circunferencia  auxiliar  cuyo  centro  no  esté 
alineado  con  los  otros  dosr  y  qùe  corte  a  las  dos 
circunferencias.  Se  hallan  los  ejes  radicales  de  esta 
circunferencia  auxiliar  con  las  dos  dadas.  Esos  ejes  se  cortan 
en  un  punto  J  que  tiene  igual  potencía  respecto  a  las  dos 
circunferencios  dadas.  Por-  ese  punto  se  trazo  una 
perpendicular  a  la  recta  0i02/  que  es  el  eje  radical  buscado. 


auxiliar 

+ 


Otro  procedimiento  es  trazar  las  tangentes  comunes  a  las  dos 
circunferendcs  y  hallar  sus  puntos  medios.  El  eje  radical 
pasaró  por  esos  puntos,  ya  que,  como  hemos  vîsto 
anteriormente,  la  potencia  de  esos  dos  puntos  respecto  a 
cualquiera  de  las  dos  circunferencias  es  el  cuadrado  de  esas 
dos  equidistancias. 


circunferenda  auxiíiar,  de  lo  mismo  forma  que  en  el  caso 
anterîor. 


Si  son  concéntricas  el  eje  radical  estó  en  eì  infinito. 


3.  CENTRO  RADICAL  DE 
TRES  CIRCUNFERENCIAS 


Es  el  punto  que  tiene  igual  potencia  respecto  a  las  tres 
circunferencias.  Seró  la  intersección  de  los  ejes  radicales  de 
las  circunferencias  tomadas  dos  a  dos. 


Una  consecuencia  de  esta  definición  es  que  desde  el  centro 
radical,  las  tangentes  trazadas  a  las  tres  circunferencios 
determinan  segmentos  iguales: 


PTX  =  PT2  =  PT3 


23 


EJEROCIO  RESUELTO  ì 

Hollar  el  centro  radicol  de  las  tres  circunferencias  dados,  de  centros  Oi,  02  y  03, 

El  eje  radical  de  las  dos  circunferencias  de  centro  0,  y  02  es  la  secante  común  r.  Para  hallar  el  eje  radical  de  las  drcunferencias  de 
radio  02  y  03,  trazamos  una  circunferencia  auxiliar  con  centro  en  un  punto  cualquiera  D.  Se  hallon  los  dos  ejes  radicales  auxiliares  t  y 
u,  que  se  corton  en  A.  Por  ese  punto  se  trazo  una  recta  s  perpendicular  a  0203,  que  es  el  eje  radicol.  El  centro  radical  es  P,  intersección 

derys. 
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EJERCICIOS  PROPUESTOS 


1  cm  y 


jar  el  eje  radical  de  dos  circunferencios  de  r 
2  cm  cuando:  ' 

a)  los  centros  están  a  una  distancia  de  5  cm. 

b)  los  centros  están  a  una  distancia  de  1,5  cm. 

c)  los  centros  estón  a  una  distancio  de  0,6  cm. 

d)  los  centros  estón  a  una  distancia  de  1  cm. 


zv  Supuesta  la  superficie  de  la  Tierra  lisa  y  esférica,  calcular 
de ìorma  teórica  el  radio  del  horizonte  que  ve  un  observador  a 
2  m  de  altura.  (Radio  de  la  Tierra  =  6  400  km). 


Hallar  los  puntos  del  plano  que  tengan  igual  potencia 
respecto  a  las  circunferencias  dadas  y  desde  los  que  se  vea  el 
segmento  que  une  sus  centros  bajo  un  óngulo  de  60°. 


Hallar  gráficamente  un  punto  P  entre  M  y  N  tal  que 

op  =  4omôn 


4- 


O 


M 


N 


s~\ 

í  7 .)  Determinar  un  punto  M  sobre  el  fado  AC  del  trióngulo,  tol 
'  ciue  AB2=  AM  •  AC. 


C. 


4X  Dibujar  el  lugar  geométrico  de  los  puntos  que  tienen  25 
cm2  de  potencia  respecto  de  una  circunferencia  de  radio  3  cm. 


•  N 

(  5  J  Dados  bs  circunferencias  Cj  y  C2  hallar  ìos  puntos  P  del 
vplano  desde  los  que  se  pueden  trazar  tangentes  a  ambas 
circunferencias,  tales  que  b  distancia  del  punto  P  oì  punto  de 
contacto  sea  35  mm. 


B 


8.  Trazar  una  circunferencia  con  centro  M  y  tal  que  P  tenga 
iguol  potencia  respecto  de  ella  y  de  b  (N). 
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9.  Dibujar  una  circunferencia  de  centro  0  de  forma  que  el 
eje  radical  de  la  misma  y  de  la  circunferencia  dada  C  sea  la 
recla  r. 


+ 

O 


11.  Hallar  el  punto  P  desde  el  cual  pueden  dibujarse 
tangentes  de  iguol  longitud  o  las  circunferencias  dadas.  Dibujar 
las  posibles  tangentes. 


'HZ  Trazar  una  circunferencio  que  pase  por  el  punto  P  y  que 
coínparta  el  mismo  eje  radicol  con  las  circunferencias  dadas  C] 

yC2. 


Determinar  el  centro  radical  de  las  tres  cìrcunferencias. 


y 


Jforse 

bujor 


mtÊm.mm.mm  m  m 

TEMA  4 


1.  TRIÁNGULO 


Polígono  significo  "varios  óngulos”.  Lógicomente  no  hoy 
polígonos  de  uno  o  dos  óngulos.  El  polígono  mós  sencillo  es  el 
trióngulo,  que  tiene  tres  lodos  y  tres  óngulos.  Estos  suman 
siemprel80°. 

Rectas  notables  en  el  triángulo 

MEDIATRICES 

Son  los  tres  rectas  perpendiculcres  a  los  lados  que  pctsan  por 
sus  puntos  medios.  Se  cortan  en  el  circuncenfro,  centro  de  lo 
drcunferencia  circunscrita. 
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MEDIANAS 


Son  los  segmentos  que  unen  cada  vértice  con  el  punto  medio 
del  lado  opuesto.  5e  cortan  en  el  baricenfro,  centro  de 
gravedad  deí  trióngulo.  La  distancio,  medida  a  lo  largo  de  la 
mediana,  del  baricentro  al  lado  es  siempre  1/3  de  la  ongitud 
total  de  la  mediona. 


4 


BISECTRICES 

Son  los  rectas  que  divîden  en  dos  partes  iguales  a  los  ángulos, 
Se  cortan  en  el  íncenfro,  centro  de  la  circunferencia  inscrita  en 
el  triángulo. 


C 


ALTURAS 

Son  las  perpendiculares  trazadas  desde  un  vértice  al  tado 
opuesto,  Se  cortan  en  el  orfocentro.  Está  fuera  del  triángulo  si 
uno  de  los  ángulos  es  mayor  de  90°. 


B 


EJERCICIO  RESUELTO  1 

Determinar  un  triángulo  que  tenga  las  rectas  r,  s  y  t  como 
bisectrices  y  al  punto  P  situado  en  uno  de  los  lados. 


Cada  bisectriz  es  eje  de  simetría  de  dos  lados  del  trióngulo.  Por 
tanto  el  punto  P',  simétrico  del  P  respecto  de  r,  estó  en  un  lado. 
El  P"  simétrico  de  P'  respecto  de  s  está  en  et  tercer  lado.  Y  P\ 
simétrico  de  P11  respecto  de  t,  está  en  el  mismo  lado  que  P. 
Basfa  unir  Pm  con  P  y  prolongar  hasta  las  bisectrices  para 
obtener  un  lado.  Los  otros  dos  lados  pasarón  por  P'  y  P\ 


2.  CONSTRUCCIÓN  DE 
TRIÁNGULOS 


Un  tríángulo  queda  definido  por  tres  datos  independientes, 
cogidos  enfre  los  tres  ángulos,  los  tres  lados,  las  tres  olturas, 
etc.  En  algunos  casos  puede  haber  varios  trióngulos  que 
tengan  esos  tres  datos. 

La  notacjón  que  usaremos  es  llamar  bdo  a  al  lado  opuesto  al 
ángulo  A,  mediana  mÂ  la  que  sale  del  vértice  A  y  va  al  bdo  a, 
hA  b  aítura,  y  wA  b  longitud  de  b  bîsectriz  desde  A  hasta  el 
bdo  a. 


A 


Veamos  algunos  casos,  según  los  datos  que  nos  den: 

•  Dadas  las  longitudes  de  los  tres  lados  a,  b,  c 

Se  dibujo  uno  de  los  bdos,  por  ejemplo  a,  y  por  sus  extremos 
se  trazan  arcos  de  radio  b  y  c  que  se  cortan  en  el  tercer  vértice. 


a 


A  A  A 

Dados  los  tres  óngulos  A, B,  C 
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Hay  infinitos  trióngulos  posibles,  todos  semejantes.  Para  dibujar 
uno  de  ellos,  se  fija  un  Jodo  a  y,  por  sus  extremos,  se  dibujan 

redas  que  forman  óngulos  con  este  lado  de  j?  yC . 


•  Dados  un  lado  y  dos  óngulos. 

A  A 

El  tercer  óngulo  mediró  180°-(^4  +  5).  Se  procede  igual 

que  en  el  caso  anterior. 

.  • 

A 

•  Dados  a,  b,  y  el  ángulo  entre  ellos  C . 

Se  dibuja  a.  Por  un  extremo  se  trazo  una  recto  que  íorme  un 

óngulo  C  y  sobre  ésta  se  lleva  el  lado  b.  Por  último,  se  une  el 
extremo  de  b  con  el  de  a. 


•  a,  b,  B  . 


Se  dibuja  c.  Por  un  extremo  se  traza  una  recta  que  forme  un 

ángulo  B  y,  por  el  otro  extremo,  un  orco  de  circunferencìa  de 
radio  b.  Donde  éste  corte  o  la  recta  es  ía  solución.  Puede 
haber  dos,  una  o  ninguna  solución. 


No  hay  sclución 


/s 

•  a,  A ,  mA 

A 

A  partir  del  lado  a  se  trazo  un  arco  capaz  de  A.  Desde  el 
punto  medio  de  a  se  traza  un  arco  de  radio  mA/  que  cortaró  al 
arco  capoz  en  el  vértice  A.  Normalmente  hay  dos  soluciones 


•  O,  A,  hA 


A  partir  del  lado  a  se  traza  el  orco  capaz  de  A  .  Se  traza,  a 
una  distancio  hA,  uno  paralela  a  a,  que  cortaró  al  arco  capaz 
en  el  vértice  A.  Puede  haber  dos  soluciones. 


•  a,  b,  hA 

Se  dibuja  el  lado  a.  Se  traza,  a  una  distancia  hA,  una  paralela 
a  a.  Por  un  extremo  de  a  se  traza  un  arco  de  radio  b,  que  corta 
a  lo  paralela  a  a  en  0,  1  ó  2  puntos  según  seo  b  menor,  igual 
o  mayor  que  hA. 

Se  hace  igual  con  el  otro  extremo  de  a. 

Luego  hobró  0,  1  ó  2  soluciones  en  el  semiplano  superior  y 
otras  tantos  en  el  semiplano  inferior. 
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•  a,  b,  hc. 

Se  dibuja  el  lado  a.  Por  un  extremo  se  trazo  la  circunferencia 
de  radio  hc.  Por  el  otro  extremo  de  a  se  traza  la  tangente  a  esta 
circunferencia.  Sobre  esta  tangente  estaró  c.  Por  el  primer 
extremo  de  a  se  traza  un  drco  de  radio  b,  que  cortaró  a  ìa 
tangente  en  el  vértice  A. 


A 


A 

•  a,  C ,  hA. 

Por  un  extremo  de  o  se  trazo  una  recta  que  forme  un  óngulo 

C .  Se  troza,  a  una  distancia  hA,  una  paralela  a  a,  que  corta  a 
dicha  recta  en  A. 


A  A 

•  AyB,h^ 

'  A 

Se  trazan  dos  rectas  que  formen  un  óngulo  B .  A  uno  distancia 
hA  se  traza  una  paralela  a  uno  de  ellas,  que  corta  a  la  otra  en 

A 

A.  Se  íraza  en  ese  punto  él  óngulo  A ,  con  lo  que  queda 
terminado  el  triángulo. 


También  se  podría  hallar  e!  tercer  ángulo  C ,  que  es  el 

A  A. 

suplementario  de  A  +  B ,  construir  un  trìcmgulo  con  esos  tres 
ángulos  y  luego  otro  semejante  a  él  que  tenga  de  altura  hA. 


Se  dibuja  el  lado  a.  Por  un  extremo  se  traza  un  arco  de  radio  b. 
Por  el  punto  medio  de  a  se  dibuja  otro  arco  de  radio  mA. 
Donde  se  corten  es  el  vértice  A. 


•  a,  B ,  wB 

A 

En  un  extremo  de  a  se  dibuja  el  óngulo  B .  Se  traza  su 
bisectriz,  y  sobre  elío  se  lleva  lo  longitud  wB,  cuyo  extremo 
estaró  en  el  lado  b. 


•  A ,  mB/  hc. 

A 

Se  dibuja  el  óngulo  A .  Se  trazo  a  una  distancia  hc  una 
paralelc  a  un  lado,  que  corla  al  otro  lado  en  el  vértice  C.  Por 
el  punto  medio  de  AC  se  trazo  un  arco  de  radio  mB/  que  corta 
al  otro  lado  en  B. 


•  .*>! 
•  V* 
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•  Triángulo  equiiáiero  de  lado  conocido. 

Se  dibujo  el  lado  y,  por  sus  extremos,  se  trazan  arcos  de  radio 
igual  al  lado.  Donde  se  corten  es  el  tercer  vértice. 


•  Trióngulo  equítáfero  inscrito  en  una  circunferencia  de 
radio  dado. 


A  partir  de  un  punto  cualquiera  de  la  circunferencia  se  Ifeva  el 
radio  seis  veces  sobre  ella,  y  se  unen  las  divisiones  según  la 
figura. 


3.  CUADRADO 


Es  el  polígono  compuesto  por  cuatro  ángulos  rectos  y  cuatro 
lados  igua  es. 

Para  dibujarlo  a  paríir  del  lado,  se  trazan  perpendiculares  por 
sus  extremos,  y  sobre  éstas  se  lleva  la  longitud  dei  lado,  con  la 
regla  o  con  el  compás. 


L 


Si  queremos  dibujarlo  inscrito  en  una  circunferencia  se  trazan 
dos  diómetros  perpendiculares  y  se  unen  sus  extremos. 


EJERCICIO  RESUELTO  2 

Construir  un  cuadrado  del  que  .se  conoce  que  el  lado  y  la 
diagonal  suman  80  mm. 

Sabemos  la  forma  de  la  solución:  un  cuodrado,  pero  nos  falta 
conocer  el  tamano.  Para  ello  construimos  un  cuadrado  auxiliar, 
sumamos  gróficamente  su  lado  y  su  diagonal,  y  aplicando  e 
teorema  de  Tales,  lo  ampliamos  proporcionalmente  hasta  que 
esas  dos  canfidades  sumen  los  80  mm  dados. 


4.  PENTÁGONO  REGULAR 


Construcción  a  partir  del  lado 

Una  vez  dibujado  el  lado  AB  se  hacen  los  siguientes  pasos: 

1)  Se  trazo  la  mediatriz  por  0  y  la  perpendicular  por  B. 

2)  Con  centro  en  B  y  radio  AB  se  halla  F. 

3)  Con  centro  en  0  y  radio  OF  se  halla  H. 

4)  Con  centro  en  A  y  radio  AH  se  halla  C. 

5)  Con  radio  AB  y  centro  en  A,  B  y  C  se  frazan  arcos  que  se 
cortan  en  los  otros  dos  vértices. 


c 
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Construcción  del  pentógono  inscrito  en 
una  circunferencia  de  radio  r 

Se  hace  lo  siguiente: 

1 )  Se  trazan  dos  diómetros  perpendiculares 

2)  Con  centro  en  C  y  radiô  r  se  halla  D 

3)  Con  centro  en  D  y  radio  DA  hallamos  M. 

4)  MA  es  la  longitud  del  lado  del  pentógono,  que  se  lleva  cinco 
veces  sobre  la  circunferencia. 


A 


EJERCICIO  RESUELTO  3 

Construir  un  pentógono  reguíar  sabiendo  que  la  diagonal  mide 

35  mm.  - 

Dibujamos  un  pentógono  regular  auxiliar  de  lado  I,  y  aplicando 
el  teorema  de  Toles,  lo  ampliamos  proporcionalmente  hasta 
que  su  diagonol  mida  35  mm. 


5.  HEXÁGONO  REGULAR 


Para  construir  un  hexágono  regular  se  dìbujo  la  circunferencia 
de  radio  igual  al  íado  y  sobre  elìo  se  lleva  seis  veces  el  radio, 
con  lo  que  obtenemos  los  vértices  del  hexágono'. 


6.  CONSTRUCCIÓN  DEL 
POLÍGONO  REGULAR  DE  N 
LADOS 


A  partir  dei  lado 

En  un  pollgono,  llamamos  ángulo  exterior  al  que  forman  en  un 
vértice  un  lado  ylo  prolongación  del  siguiente,  En  todo 
polígono  (regular  o  no)#.ld  suma  de  los  ángulos  exteriores  es 
360°,  ya  que  si  los  ponemos  adyacentes  tomando  como  vértice 
común  un  punto  interior  del  polígono  se  ve  que  el  giro  total  es 
una  vuelta  completa,  es  decir,  360°. 


En  un  polígono  regular  de  n  lados,  cada  ángulo  exterior  mide 

360° 

a  - - .  El  óngulo  inierior  medirá,  por  tanto,  1 80°-  a  . 

n 

Para  deducir  cuónto  vale  la  suma  de  los  óngulos  interiores, 
basta  dorse  cuento  de  que  en  ccda  vértice,  lo  suma  del  óngulo 
interior  y  el  exterior  suman  180°.  Portanto  ,  si  hay  n  vértices: 
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«180  —  a  int  eriores  + 

+  360° 


int  eriores  T  a  exteriores 


—  ainteriores 


^aint.  =  (n~~2)l$(y 


Paro  dibujar  el  polígono  se  lleva  el  óngulo  interior  (también 
puede  hacerse  con  el  exteríor)  en  el  extremo  de  un  lado,  sobre 
esfa  recta  se  lleva  la  longítud  del  lado  y  se  repite  n  veces  esta 

construcción. 

EJERCICIO  RESUELTO  3 

El  segmento  AB  es  el  lado  de  un  decógono  regular  convexo. 
Hallar  gróficamente  el  radio  de  la  circunferencia  circunscrita  al 
mismo. 

El  ángulo  central  en  un  decógono  es  36°.  Por  fanto,  el  centro 
de  io  circunferenda  pedida  está  en  el  arco  capaz  de  esos 
grados,  del  lado  AB,  y  en  la  mediatriz  del  lado. 


Tambìén  podríamos  haílar  el  óngulo  exterior  del  decógono: 
360°/l  0=  36°,  dibujar  el  lado  BC,  odyacente  al  AB,  y  hallar  el 
cenfro  de  la  circunferencia  que  pasa  por  los  tres  vértices  ABC. 


En  cualquiera  de  los  dos  casos,  el  radio  pedido  se  obtiene 
uniendo  el  centro  de  la  circunferencia  con  un  vértice. 


Polígono  inscrito  en  una  circunferencia 
de  radio  dado 

Desde  el  centro  de  la  circunferencia  se  dividen  los  360°  en  n 
partes  íguales  con  rectos.  Esas  rectas  corfan  a  la  cìrcunferencia 
en  los  vértices  del  polígono. 


Construcción  aproximada  a  partir 
dellado 

■  ■<*,. 

•  •  <  * 

Se  construye  eî  triángulo  equilátero  de  lado  I.  Se  traza  la  altura 
y  se  halla  el  ortocentro.  la  distancia  de  este  punto  al  vértice  se 
divide  en  tres  partes  iguales.  Esta  división  se  lleva  en  la 
prolongación  de  la  altura  las  veces  que  haga  falta.  Así  salen 
los  centros  de  las  circunferencias  que  circunscriben  a  los 
polígonos  de  cuatro,  cinco...  lados.  . 


Construcción  aproximada  de  un  polígono 
regular  inscrito 

Se  hace  lo  siguiente: 

1 )  Se  trazan  dos  diámetros  perpendiculares. 

2)  Uno  de  ellos  se  divide  en  n  partes  iguales. 

3)  Con  centro  en  A  y  B  y  radío  AB  se  haila  E. 

4)  Uniendo  E  con  la  segunda  divìsión  de  AB  nos  sale  el 
lado  del  polígono  AC,  que  se  lleva  n  veces  sobre  la 
circunferencia. 
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7.  CONSTRUCCIÓN  DE  UN 
POLÍGONO  REGULAR  A 
PARTIR  DE  LA  APOTEMA 


Apotema  es  el  segmento  que  va  del  centro  del  polígono 
regular  a  la  mitad  de  cualquier  lado. 

r- 

El  óngulo  centrd  del  polígono  mide  360%  .  Lo  apotema  OA 
lo  divide  en  dos  partes  íguales.  Por  tanto,  si  ílevamos  la  mitad 
de  este  ángulo  a  ambos  lados  de  un  extremo  0  de  la 
apotema,  v  por  el  otro  A  trazamos  una  perpendicular  a  ella, 
hallamos  dos  vértices  B,  C  del  polígono. 

Para  hollar  el  resto  de  los  vérfices  basta  írazar  la  circunferencia 
de  centro  0  y  radío  OB;  y  llevor  sobre  ella  n  veces  el  lado. 


EJERC/C/O  RESUELTO  4 


Conocida  la  apotema  a=  25  mm  de  un  pentágono  regular, 
dibujar  el  polígono. 

El  óngulo  centrol  en  un  pentágono  es  36075=72°,  y  su  mitad 
es  36°,  Por  tanto,  dibujamos  la  aoptema  de  forma  vertical,  y  a 
ambos  lados  trazamos  una  recta  que  forme  36°  con  la 
apotema.  Esas  dos  rectas  cortan  a  la  perpendicular  a  la 
apotema  justo  en  el  lado  del  pentágono. 


Para  terminar  de  construírlo,  trazamos  la  circunferencia  que 
circunscribe  al  polígono,  y  sobre  ella  llevamos  el  lado  hasta 
completar  el  pentágono. 


8.  POLÍGONOS  REGULARES 
ESTRELLADOS 


Los  polígonos  reaulares  de  cinco  o  mós  lados  pueden  oríginar 
otros  en  forma  de  estrella:  basta  prolongar  los  lados  que  no 
sean  contiguos. 


También  se  pueden  obtener  dividiendo  una  circunferencia  en  n 
partes  iguales  (n>5),  y  uniendo  las  divisiones  saltando  alguna 
entre  ellas.  Si  se  salta  una  division  cada  vez,  hay  que  dar  dos 
vueltas  para  cerrar  el  polígono  estrellado;  si  se  salton  dos 
divisiones,  sale  un  polígono  estrellado  de  tres  vueltas,  etc. 


% 
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En  el  interior  del  polígono  estrellado  siempre  se  forma  un 
polígono  regulor  normal. 

EJERCICIO  RESUELTO  5 

Dibujar  un  pentágono  regular  del  que  se  conoce  uno  de  sus 
vértices  y  la  recta  soporte  del  lado  opuesto. 

A 

+ 


En  un  péntágono  regulor,  el  óngulo  que  forman  los  dos 
diogonales  superíores  es  de  36°,  yo  que  es  un  óngulo  inscrito 
en  la  circunferencia  que  pasa  por  los  vértices,  que  tiene  un 
ángulo  centrol  de  72°. 


Por  tanto,  desde  A  trozamos  una  perpendicular  a  la  rec 
donde  está  el  lado,  y  uno  recta  a  coda  lado  que  formen  i 
óngulo  de  3ó°/2=18°  conla  vertical.  Esas  rectas  delimitan 
lado  inferior  del  pentágono.  Los  dos  vértìces  que  faltan 
detreminan  con  arcos  de  longitud  eì  lado,  trazados  desde  I 
vértices  conocidos. 


lado 


EJERCIGO  RESUELTO  6 

Construîr  un  rectóngulo  sabiendo  que  uno  de  sus  lados  mîde 

25  mm,  y  que  la  suma  de  la  diagonal  y  el  otro  lado  es  80  mm. 

•  •/  , 

Dibujemos  una  figura  de  anólisis  con  la  solución  aproximada. 


En  ella  no  conocemos  el  punto  B.  Pero  analizando  los  datos,  se 
ve  que  debe  cumplir  que  BA=  BA'y  por  lo  que  el  punto  B 
equidista  de  los  puntos  Á  y  A',  es  decir  estó  en  la  mediatriz  deí 
segmentoAA', 

Por  tanto  dibujamos  los  segmentos  conocidos  AO  y  OA', 
trazamos  la  mediatriz  de  AA',  y  donde  se  corte  con  OA'  es  el 
punto  B.  Por  últímo  completamos  el  rectóngulo. 
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EJERCICIOS  PROPUESTOS 


K  Dibujar  un  pentógono  regular  de  4  cm  de  lado. 

\  Dibujar  un  pentágono  regular  inscrito  en  una 
ciìxunferencia  de  r  =  4  cm. 


's3.  Construir  un  heptógono  regular  de  3  cm  de  lodo. 

x4  'Construir  un  heptógono  regular  inscrito  en  un 
cítcunferencia  de  radio  =  3  cm. 


,6.  Construir  un  decógono  regular  de  lado  2  cm. 

, .  '  Conjtruir  un  trióngulo  ABC  conociendo  o=  5'5  cm,  el 
ángulo  A  =  45°  y  la  mediana  desde  A,  mA  =  ó  cm. 


Conjtruir  un  trióngulo  ABC  conociendo  a 
órtgulo  A  =  60°  y  la  a  tura  hA  =  4  cm. 

V^Construir  los  trióngulos  ABC  conociendo: 


6  cm,  el 


•  a  =  5  cm,  b  =  4  cm,  hA  =  2,5  cm 

•  a  =  6  cm,  C  =  45°,  hA  =  3  cm 

•  a„=  6  cm,  b  =  5  cm,  mA  =  3  cm 

•  A  -  60°,  mB  =  4  cm,  hc  =  3  cm 

•  'aA=  5  cm,  b  =  4'5  cm,  hc  =  2,5  cm 
.  A  =  45°,  5  =  30°  y  hA  =  3  cm 

•  a  =  4  cm,  B  =  60°,  w^  =  3,5  cm 

•  • 

10.  Construir  un  trióngulo  ABC  dados  B  =60°,  C  =75°  y  lo 

longitud  dei  segmento  m  que  es  la  mediana  desde  A. 

*  . .  . 


m 


\] .  En  el  triángulo  ABC  el  ángulo^4  vale  60°.  Si  M  es  el 
cirèuncentro  del  triánguío  deducir  razonadamente  y  en  este 
orden  los  valores  de  los  ángulos  a  y  p. 


T%  Construir  un  trióngulo  del  que  se  conocen  el  lado  a  =  40 
mm  y  las  alturas  hA  =25  mm  y  hB  =  35  mm.  èCuántas 

soluciones  hay? 

A 

Tâs  Construir  un  trióngulo  del  que  se  conocen  el  ángulo  A  = 
60°/ta  bisectrìz  wA  =  40  mm  y  lo  altura  hA  =  30  mm. 

Construir  un  trióngulo  del  que  se  conocen  el  ángulo  B  = 

60°,  la  altura  hA  =  40  mm  y  hB  =  30  mm. 


Construir  un  trìcmgulo  del  que  se  conocen  la  mediana  mA 
=^0  mm,  la  altura  hA  =40  mm,  y  que  el  lado  a  es  el  doble  de 


b. 

16.  Construir  un  trìóngulo  del  que  se  conocen  a  =  50  mm,  la 
suma  b  +  c  =  80  mm,  y  la  altura  hc  =  30  mm. 


17\Construir  un  triángulo  conocido  el  lado  d  -  40  mm,  la 
mediana  de  a  =  35  mm,  y  la  altura  de  a  =30  mm. 

18.  Construir  un  triángulo  rectánguio  que  tenga  su  hipotenusa 
contenida  en  la  recta  r,  un  cateto  debe  pasar  por  eì  punto  P,  el 
otro  por  el  punto  Q  y  ademós  la  altura  correspondiente  o  la 
hipotenusa  debe  valer  40  mm.  .  , 


Q 


^9.  Dibujar  un  triónguto  ABC  det  que  se  conoce  el  lado  AC  = 

90  mm,  el  ángulo  A  =  45°  y  la  bisectriz  correspondiente  al 
vértice  C,  w c  =75  mm. 

Dibujar  un  tríángulo  ABC  del  que  se  conoce  que  su  iado 

AB  tiene  de  longitud  60  mm,  el  ángulo  C  es  de  30°  y  la 
altura  correspondiente  ol  vértice  B  es  hB  =  30  mm.  Analizar  el 
número  de  soluciones  pòsibles. 

/ 

Dibujor  un  trióngulo  ABC  del  que  se  conoce  el  óngulo 
À  =  45°,  B  ~  60°  y  el  radio  de  la  circunferencia  circunscrita 

R=  30  mm. 


Oi  • 
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Dibufar  un  trióngulo  rectángulo  cuya  hipotenusa  mida  80 
y  |q  oltura  sobre  ella  sea  de  35  mm. 


jn  trióngulo  rectángulo  de  perímetro  180  mm, 
sienco  uno  de  sus  cngulos  de  valor  30°  . 


iou|ar  ei  triongulo  ABC  del  que  se  conocen  el  ángulo  C 
60°,  la  dtura  h3  =  5  cm,  y  la  mediana  mA  =6  cm. 


•.:••:  •  :••• : 


;.•;  .•  ; ; 

:  :V.:V.v;  :  • ;;: :  |  ; 

:i  •;•■■. :' : : : : : 
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[5.  Dibujor  un  triángulo  ABC  del  que  se  conocen  el  lodo  b  = 

60  rnm,  el  óngulo  A  -  45°  y  la  bisectriz  correspondiente  a 

èste  óngulo  wA  -  45  mm. 

••:*•.*.  : 

• 

•.■;  .*  •  . 

26.  Construir  un  tríángulo  que  tiene  por  mediana  y  alfura 
sobre  el  lado  BC  los  segmentos  mA  -51  mm  y  hA  =  49  mm. 
Además,  se  sabe  qie  la  mediana  sobre  el  lado  AC  es  mB  =  81 
rrim. 


27.  De  un  triángulo  ABC  se  sabe  que  su  base  AB  mide  70  mm 
y  ha  de  estar  contenida  en  lo  recta  r.  Su  baricentro  es  el  punto 
G  y  la  mediana  m c  relativa  g  la  base  mide  50  mm.  Dibujar 
todos  îos  triongulcs  ABC  que  cumplan  los  requisitos  anferiores. 


r 


28.  Dibujcr  un  rombo  de  lado  1—35  mm  cuyas  díagonaies 
sumen  d|  +  d2  =  90  mm. 

un  tricnguio  ABC  se  conocen  los  vértices  A,  B  y  ia 
posición  de  su  borícentro  G.  Terminar  el  dibujo  de  dicho 
trióngulo. 


G 


A 


B 


•  '  %  '  •  • 

3Q.  Inscríbir  un  cuadrodo  de  35  mm  de  lodo  en  el  cuadrodo 
ABCD. 


31.  Si  AB  es  el  lado  de  un  pentógono  regular,  conslrjir 
gráficamente  eí  radio  de  su  arcunferencio  circunscrita. 


A  B 


32.  Tenemos  un  pentógono  (no  necesa ria mente  regular)  cuyos 
lados  miden  cada  uno  un  mefro  y  otro  psntágono  cuyos  lados 
miden  cada  uno  dos  mefros.  Contestar  razonodamente  si 
ambos  pentágonos  han  de  ser  necesariamente  semejantes. 

•  \  • 

En  unc  circunferencia  de  30  mm  de  rodio  ïnscribir  jn 
rectangulo  cuyo  perímetro  valga  140  mm. 


34.  Construir  un  pentágono  regular  estrellado  de  dos  vueltas 
conocido  I  =  20  mm. 


Dibujar  un  decágono  regulor  esfreílado  de  ires  yueltos, 
sabièndo  que  el  radio  de  la  circunferencia  donde  se  inscribe  es 

25  mm. 


36.  Construir  un  octógono  cuyo  lado  mîdo  25  mm. 


3sT  Dibujar  un  trapecio  ABCD  de  altura  h =30  mm, 
diagonales  AC=50  y  BD=45  mm,  siendo  CD=DA.. 


V 


38.  Dibu'iar  un  odógono  regulor  sabiendo  que  dos  de  sus 
lodos  poralelòs  estón  situados  en  las  rectas  ry  s. 


39  Dado  el  cuadrado  ABCD,  dibujar  un  octógono  regular  en 
elcual  los  vértices  del  cuadrado  sean  íambién  vértices  del 

octógono. 


A  B 


D  C 


40.  Construir  un  paralelogramo  en  el  que  dos  de  sus  lados 
formen  un  óngulo  de  60°  y  sumen  75  mm,  siendo  la  diagonal 

menor  de  40  mm. 


\ 
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1.  TRANSFORMACIONES 
GEOMÉTRICAS 


íransformcdón  geométrica  es  la  operación  que  permite 
decíucir  una  nueva  figura  de  otra  dada.  Por  tanto,  exisfirón 
elementos  origen  y  elemenfos  transformados. 


El  interés  del  estudio  de  las  transformaciones  radica  en  lc 
posibilidad  de  facilitar  la  resolución  de  problemas  geométrico: 
pue  en  su  dísposición  original  resultan  difíciles  de  abordar.  Er 
esfos  casos,  se  aplica  una  transformación  a  los  datoí 
convirtiéndolos  en  otros  de  disposición  mós  sencilla,  con  lo: 
que  se  resuelve  el  problema.  Después  basta  aplicar  a  estc 
solución  la  tronsformación  inversa  para  obtener  el  resultadc 
buscado. 


Clasificación 

a)  Transformaciones  isométricas:  son  aquellos  que  conservan 
los  dimensiones  y  ios  ángulos  entre  la  figura  originol  y  su 
transformada.  También  se  llaman  movimientos.  Por  ejemplo, 
los  simetríos,  !a  traslación,  el  giro. 

b)  Transformaciones  isomórficas  o  conformes:  son  aquellas  que 
sólo  conservan  !a  forma,  es  decir,  en  ellas  los  óngulos  de  la 
figura  originol  y  de  la  transformada  son  iguales  y  los  longitudes 
proporcionoles.  Por  ejemplo,  la  homotecia. 

Transformociones  anamórficas:  son  aquellos  que  cambian  la 
forma  entre  b  figura  original  y  la  transformada.  No  conservan 
ni  óngulos  ni  proporciones  de  medidas.  Como  ejemplo 
tenemos  !a  inversión  y  la  homología. 


Elementos  de  una  transformación 
geométrica 

Se  llaman  elementos  característicos  de  una  transformación  a 
aquellos  que  nos  definen  todos  las  correspondencias  entre  la 
figura  original  y  la  transformada. 


5e  llaman  elementos  dobies  de  una  transformación  a  aquellos 
que  se  transforman  en  sí  mismos. 


Se  llama  producto  de  transfomnaciones  a  ía  transformación 
obtenida  por  la  aplicación  sucesiva  a  una  figura  geonrétrica  de 
dos  o  más  transformaciones  en  un  determinado  orden.  Este 
producto  no  es  conmutafivo.  Por  ejemplo,  el  punto  A  se 
transforma  en  el  A2  cuando  se  le  aplica  una  traslación  y  luego 
una  simetría  puntuaí,  y  sin  embargo  se  transforma  en  el  A'2 
cuando  primero  se  le  aplica  la  simetría  y  luego  la  trosfcción. 


Vamos  a  estudiar  en  este  tema  cinco  transformacíones:  el  giro, 
la  traslación.  la  simetría,  la  homotecía  y  Ig  ínversión.  Otra 
transformación,  la  homología,  la  estudiaremos  en  la  lección 
siguiente. 
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2.  GIRO 


El  punto  A'  es  el  transformodo  del  A  por  un  giro  de  óngulo  a  y 
centro  0  cuondo  se  cumple  que  la  longitud  OA  =  OA'  y  el 

óngulo  AÔA'es  iguai  o  a.  Es  uno  transformoción  isométrica. 


Elementos  caradensficos:  lo  tronsformoción  queda  definida 
con  el  centro  0,  el  ángulo  a  y  el  sentido  de  giro. 

Elementos  dobles:  punto  doble  sólo  es  el  centro  0.  Figura 
doble  también  sería  cuolquier  circunferencia  de  centro  0. 

EJERCICIO  RESUELTO  1 

Dibujar  !a  figura  tronsformada  de  la  doda  por  un  giro  de  45° 
alrededor  de  0,  en  sentido  de  los  agujas  del  reloj. 

Unimos  0  con  A.  Trazomos  una  recto  que  forme  45°  con  ella  y 
un  orco  de  radio  OA.  El  punto  de  intersección  es  A'.  De  lo 
misma  formo  se  hace  con  B  y  C. 


EJERCICIO  RESUELTO  2 

Dadas  dos  posiciones  del  mísmo  pentágono,  halìar  el  giro 
(centro  y  óngulo )  que  lleva  uno  sobre  otro. 


Ai 


Cada  punto  describe  en  el  giro  un  orco  de  circunferencia  de 
centro  0.  Por  tanto  el  centro  debe  estar  en  las  mediatrices  de 
A}A2/  de  B]B2/  eic.  Se  trazan  dos  de  ellas  y  0  es  el  punto 

donde  se  corten. 


Y  el  ángulo  se  halla  uniendo  0  con  Aj  y  A2. 


Una  trasìación  queda  definida  por  la  longitud  de  un  segmentO/ 
una  dirección  y  un  sentido.  Cada  punto  de  una  figura  que  sufre 
una  traslación  se  desplaza  en  la  dirección  dada  ïa  longitud  de 
ese  segmento. 


Como  todos  los  puntos  se  desplazan  lo  mismoy  !a  figura  no 
cambia  de  tamano  nï  de  orientación/  y  las  aristas  antes  y 
después  de  la  traslación,  son  pardlelas. 

No  tiene  puntos  dobleS/  aunque  las  rectas  paralelas  a  la 
dirección  de  traslación  quedan  iguales  en  su  conjunto  después 
de  trasladarse. 
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4.  SIMETRIA 
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Hay  dos  íipos  de  simetría/la  axial  y  la  puntual.  Una  simetría 
oxial  queda  definida  por  el  eje  de  simetría.  El  punto 
írasformado  del  A  está  situado  en  una  reda  perpendicular  al 
éje,  trazada  desde  A,  y  a  fa  misma  distancia  del  eje  de  simetría 
que  el  punto  originaL 

Eje  de  sîmetría 


B 


Bl 

-o 


■■■.u 


Todos  los  puntos  del  eje  de  simetría  son  dobles,  así  como 
cuafquier  figura  que  sea  simétrica  respecto  de  ese  mismo  eje. 

>  * 

Una  recta  cualquìera  se  transforma  en  otra  que  fotma  el  mismo 
ónguìo  con  el  eje  que  la  originaí.  Esto  se  aplica  en  problemas 
de  reflejos  en  un  plano,  rebotes,  etc. 


1  / 
i  / 

jf 

B' 


Una  simetría  puntual  queda  definida  sólo  por  el  cerïro  de 
simetría  0.  El  transformado  de  un.  punto  A  estaró  en  lo  recta 
OA,  a  la  misma  distancia  de  0  que  A,  pero  al  otro  lado  de  0. 


V- 


5.  HOMOTECIA 


Dado  un  punto  0  y  un  número  real  K  (positivo  o  negativo),  se 
dice  que  À  y  A'  son  homotéticos  cuando  la  recta  AA'  pasa  por 
0  y  se  verifíca  que: 


OA’ 

OA 


-  K 


Al  punto  0  se  le  llama  centro  de  homotecia,  y  a  l'a  constante  K 
reiación,  razón  o  consfante  de  homotecia.  . 

Si  K  >  0,  los  puntos  A  y  A1  están  al  mismo  íado  de  0,  y  la 
homotecia  se  llamo  directa.  - 

Si  K  <  0,  los  puntos  A  y  A'  están  o  distintos  lados  de  0,  y  íq 
homotecia  se  llamo  inversa  o  negativa. 

Elementos  caracterîsticos:  La  homotecia  queda  definida  por  0 
yK. 

Elemento  doble  sólo  es  el  centro  de  homotecia.  Las  rectas  que 
pasan  por  0  son  rectas  dobles,  aunque  sus  punfos  no  lo  son. 

Es  uno  transformación  conforme,  es  decir,  consen/a  íos 
ángulos  pero  no  las  distancias. 
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UERCICIO  RESUELTO  3 

Conocido  un  punto  A  y  su  homotético  A',  situor  0  paro  los 
siguientes  valores  de  K=  2/3,  K— 7/4  y  K=-3/4. 


A~  A' 

c)  Si  K=2/3,  0A'=2/3  0A 

•  %  ,  t 

es  decir,  OA'  es  más  pequeno  que  OA  y  del  mismo  signo,  por 
lo  tanto  0  está  g  la  derecha  de  A!  y  a  una  distancia  de  A  el 
c'oble  que  AA' : 


H - 1 - 1 - h 

A  A’  O 


b)  Si  K~7/4,  -  0A-7/4-0A 

OA  es  mayor  que  OA  y  del  mismo  signo,  por  lo  que  0  está  a 
la  izquierda  de  A,  y  AA'  es  3-1/4  de  OA,  por  tanto  dividimos 
AA  en  3  partes,  y  llevamos  4  de  esas  partes  o  la  izquierda  de 

A. 


H — - - 1- 

o 


\ - h 


f 


c)  Si  K=-3/4,  OA--3/4-OA 

0  estd  entre  A  y  A.  Y  como  la  íongitud  de  OA'  es  menor  que  la 
de  OA,  0  estaró  mós  cerca  de  A  qie  de  A.  Por  tanto  la 
distancîa  AA'  se  divide  en  (3+4)  partes,  y  0  estórá  a  3  partes 
de  A  y  a  4  de  A. 


H - i - 1 - 1 - 1 - f - 1 - h 

A  O  A' 


EJERCICIO  RESUELTO  4 

Hallar  la  figura  transformada  de  la  dada,  después  de  un  girò 

de  75°  y  una  homotecia  de  razón  2/3,  ambos  de  centro  0. 

■ 


Para  aplicar  el  giro  de  75°  al  punto  A  se  fraza  por  0  una  recta 
que  forme  con  OA  un  óngulo  de  75°,  y  se  lleva  sobre  ella  la 
longítud  OA.  Así  se  hace  con  todos  los  vértices  de  la  figura.  • 


c 


I 
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■  'v'C 
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Ahora  aplicamos  Ig  homotecia  de  razón  2/3.  El  transformado 
de  A'  será  A',  que  estaró  alineado  con  OA,  y  cumpíiró  que 
0A"=  2/30A1.  El  resto  de  los  vértices  se  hallon  de  a  misma 
forma,  o  mejor,  trazando  paralelas  a  los  lados  hasta  que 
corten  a  las  rectas  OB',  OC  y  OD'. 


OA"  _  2 
OA’  ~  3 
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M 
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6.  INVERSIÓN 


Dado  un  punto  fijo  0  y  una  constante  K,  se  dice  que  A  es  el 
inverso  de  A  cuando  está  en  la  recta  OA  y  cumpfe  que: 


'••.'síí 


•VSB 


•  m 


■  •;>iv 


Al  punto  0  se  ìe  llama  cenfro  de  invers/ón  y  a  la  constante  K 
pofencia  o  consfanfe  de  inversìón. 

Sí  K  >  0,  los  puntos  A  y  A'  estón  al  mismo  lodo  de  0  y  se 
llama  /nvers/ón  posifiva.  En  caso  contrario  se  llama  inversión 
negaf/va,  : 

Si  A'  es  el  inverso  de  A,  A  lo  es  de  A,  ya  que  eî  producto  es 
conmutatívo: 

OA  OA’  =  OA'OA . 


•;V.H 
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Eleme&ìfos  caracferístîcos:  son  el  centro  0  y  la  potencîa  K. 

Elemeintos  dobles:  los  puntos  situados  a  una  distancia  de  0  de 

son  inversos  de  sí  rrrismos.  Forman  una  circunferenc/a  de 

puríosí  dobies,  que  llamoremosrxpd. 

Si  K  <s  0,  la  cpd  es  doble,  pero  no  sus  puntos,  que  tienen  por 
inversos  los  extremos  opuestos  de  los  diámetros  que  posan  por 
ellos.  Iìgs  rectas  que  pasan  por  0  también  son  dobles,  aunque 
no  sus  puntos. 

Determinación  del  inverso  de  un  punto 

/ 

i» 

Paro  obfener  gráficamente  el  inverso  de  un  punto  P,  se  traza  la 
cpd  qjue,  como  se  ha  dicho  antesy  tiene  d.e  centro  0  y  radio 

41 L  sì  el  punío  P  estó  en  eíio,  su  inverso  es  él  mismo  (si  K  < 

O,  sería  el  diomet,ralmente  opuesto).  Si  el  punto  es  exterior  a 
esa  circunferencia,  para  hallar  P'  unimos  P  con  0.  Desde  P 
trazamios  la  tangente  a  la  cpd,  y  por  el  punto  de  tangencia  T 
trazomios  una  perpendiculor  o  OP  que  lo  corto  en  P',  inverso  de 

P.  En  efecto,  el  punto  P'  cumple  la  definición  de  inverso  de  P, 
ya  que: 

OP'  OT 

cosa  = - = - ; 

OT  OP 

■-  OP'OP  =  OTOT  =  4k-4k 

OPOP'=  K 


Si  K  <iO,  el  Pl  sería  el  simétrico  respecto  de  0  del  hallado. 

Por  otra  parte,  sí  el  que  tenemos  es  P',  para  obtener  su  íriverso 
P  se  hcce  al  revés  de  esta  construcción. 

Por  íarato,  los  puntos  interiores  a  la  cpd  tienen  sus  inversos  en 
el  exte/fior  de  la  cpd,  y  viceversa.  Cuanto  mós  cercano  esté  el 
punfo  ca  la  cpd,  mós  cercano  a  ella  estó  su  inverso.  Por  el 
conlrario,  cuanto  mós  cercano  está  un  punto  a  0,  su  inverso 
estaró  :más  lejano.  Como  coso  límite,  el  inverso  de  0  estó  en  el 
infinito. 


Inversa  de  una  recta 

Si  la  recta  pasa  por  0,  es  inversa  de  ella  misma,  aunque  no 
punto  a  punto. 

Si  la  recto  no  pasa  por.el  centro  de  inversión,  su  inversa  es  una 
circunferencia  que  pasa  por  0,  ya  que  el  inverso  del  infinito  de 
la  recta  es  el  punto  0.  Para  ver  su  posición,  se  halla  el  inverso 
del  punto  P,  pie  de  la  perpendicular  desde  0  a  r.  Por  simetrîa, 
ese  inverso  P'  junto  con  0  nos  dan  el  diámetro  de  la  cir- 
cunferencia  que  es  inversa  de  la  recta  r. 


Inversa  de  una  circunferencia 

\ 

Si  la  circunferencia  pasa  por  el  centro  de  inversión,  su  inverso 
es  una  recta  que  no  posa  por  0.  Para  hallarla  se  hace  el 
procedìmiento  inverso  al  anterior,  es  decir,  se  halla  el  inverso 
del  punto  P  diametralmente  opuesto  a'O,  y  por  ese  punto  Pj  se 
frazo  una  perpendicular  a  la  recta  que  contiene  el  diómetro 

OP. 


dei  punto  P  de  tangencio  de  la  recta  que  paso  por  0.  Esa  recto 
seró  tangente  en  ese  punto  P'  a  la  circunferencia  ínversa.  El 
inverso  del  centro  M  no  es  el  centro  de  la  circunferencia 
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inversa.  El  centro  N'  estará  en  la  intersección  de  b  recto  OM  y 
ia  perpendicubr  a  OP'  en  P',  ya  que  el  radio  y  b  tangente  son 
perpendicubres.  . 


Propiedad  de  la  inversión 

Tenemos  una  inversión  definida  por  su  centro  0  y  por  un  par 
de  puntos  inversos  A  y  A\  Se  cumple  que: 


K=  OA  ■  OA' 


Si  queremos  obtener  el  inverso  B’  de  otro  punto  B,  debe 
cumpîir  también  que 


K~  OB  •  OB[ 


Si  Irazamos  una  circunferencia  que  pase  por  A,  A1  y  B,  ia 
potencia  de  0  respecto  de  ella  es  OA-OA1,  y  también  OB*OBf, 
siendo  B1  el  punto  de  corte  de  la  recta  OB  con  la 
circunferencia.  Por  tanto  si  OA:OA-K,  también  OB'OB’-R,  y 
el  punto  B1  obtenido  seró  el  inverso  del  B. 


Por  tanto  podemos  expresar  esta  propiedad  de  la  siguiente 
forma:  Por  dos  parejas  de  puntos  y  sus  inversos  siempre  pasa 
una  circunferencia.  Por  supuesto,  esa  circunferencia  no  es 
siempre  lo  misma,  depende  de  las  pareias  de  puntos.  Y  si 
trazamos  la  tangente  desde  0  a  esa  circunterencia,  el  punto  de 
tongencia  es  un  punto  doble,  y  por  él  pasa  la  cpd. 


Hallar  la  figura  inversa  del  trióngulo  OAB,  siendo  0  el  centro 
de  inversión  fA  inverso  ds  sí  mismo. 


Al  ser  A  inverso  de  sí  mismo,  está  en  la  cpd.  Por  tanto,  ésta 
tiene  de  radio  OA. 

Para  hallar  la  figura  inversa  de  un  polígono  hay  que  halîar  el 
inverso  de  cada  lcdo. 

La  figura  invsrsa  ds  la  recta  que  contíene  a  OA  es  ella  misma, 
por  pasar  por  0.  Dentro  de  ella,  para  determinar  el  segmento 
inverso  del  OA,  se  ven  los  inversos  de  los  extremos:  el  de  A  es 
él  mismo,  y  el  de  0  estó  en  el  infinito.  Por  tanto,  el  inverso  de 
OA  es  la  semírredo  que  yq  desde  A1  hasta  el  infinito. 


La  figura  inyersa  de  la  recta  que  contiene  a  AB  es  una 
circunferencía  que  pasa  por  0.  Por  tanto  trazamos  desde  0 
una  perpendicular  a  AB,  que  la  corta  en  M.  Hallamos  el 
inverso  M1  de  ese  punto,  y  trazamos  la  circunferencia  de 
diámetro  OM1.  Para  determinar  sobre  esta  fígura  el  tramo  que 
es  el  inverso  de  AB,  urimos  los  extremos  con  0.  Donde  esas 
redas  corten  a  la  circunferencia  serán  A1  y  B'. 


Para  saber  cuól  de  las  dos  partes  de  la  circunferencia 
corresponde  al  inverso  del  segmento  AB,  cogemos  un  punto 
cualquíera  de  éste,  i,  b  unimos  con  0  y  donde  corte  q  la  cir- 


cunferencia  seró  su  inverso  J',  que  estará  sobre  lo  parte  que  es 
inversa  del  segmento  AB. 

Por  último,  el  inverso  de  OB  estard  sobre  la  recto  que  la 
contiene,  por  pasar  ésta  por  0.  Como  el  inverso  de  B  lo 
conocemos,  B',  y  el  de  0  estd  en  el  infinito,  el  inverso  de  OB 
ird  desde  B'  hasta  el  inffnito.  Por  tanto,  la  figura  inversa 
completa  será: 


EJERCICIO  RESUELTO  6 

Determinar  gróficamente  la  figura  A'B'C',  transformado  de  la 
ABC,  en  la  inversión  de  centro  0  y  pofencia  OB2. 


A 


La  cpd  tiene  de  centro  0  y  radio  OB.  La  figura  inversa  del 
segmento  CB  es  un  arco  de  circunferencia  que  pasa  por  0,  B' 
y  estd  en  la  recta  OC.  La  figura  inversa  del  arco  AB  (cuya 
circunferencia  pasa  porO)  es  eí  segmento  B'A'. 


C' 
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7.  APLICACIÓN  DE  LAS 
TRANSFORMACIONES  A  LA 
RESOLUCIÓN  DE 
PROBLEMAS  GEOMÉTRICOS 


Hay  muchos  problemas  geométricos  que  se  pueden  hacer 
aplicando  alguna  transformación  geométrica.  En  ellos  se  busca 
una  figura  que  cumpla  unos  datos.  Para  resolverlos  se  puede 
aplicar  el  método  de  la  figura  de  andlisis,  que  consiste  en  fo 
siguiente:  se  dibujo  en  un  croquis  una  solución  que  cumpla 
con  los  datos,  y  se  analizan  las  relociones  que  lleva  implícita, 
para  poder  trazarla  con  exactifud.  Veamos  algunos  ejemplos: 


EJERCICIO  RESUELTO 1 

Se  pide  situor  un  puente  perpendicular  a  un  río  en  la  posición 
tal  que  la  distancia  de  la  población  A  al  exfremo  inferior  sea 
igual  que  la  disíancia  de  la  pobfación  B  ol  otro  exfremo. 


Supongamos  la  solución  MN.  En  ella  observamos  que  si 
trasladamos  verticalmente  la  orilla  inferior  deí  río  y  la 
población  A  una  cantidad  igual  a  la  anchura  a  del  río,  los 
puntos  M  y  N  coinciden.  En  ese  caso,  para  que  la  distancia 
A'M  y  NB  sean  iguales,  basfa  que  MsN  esté  en  la  mediatriz  del 
segmenfo  A'B.  De  esta  forma,  determinados  M  y  N,  se  deshace 
la  traslación  y  se  tiene  la  solución  pedida. 


EMCÍCÌO  RESUEUO  8 


Se  pide  construir  un  trióngulo  equilátero  ABC  cuyo  vértìce  A 
pertenece  a  lo  recta  a,  el  B  pertenece  a  la  recta  b  y  el  vértice  C 

está  fîjado. 


Supongamos  que  tenemos  la  solucion.  Al  analizarla 
observamos  que  si  giramos  60°  alrededor  de  C  ai  vértice  A, 
coincide  con  B.  Del  punto  A  sabemos  que  estó  en  la  recta  a, 
por  tanto  si  giramos  esta  recta  60°,  corta  a  la  recta  b  en  el 

punto  B. 

Para  girar  una  recta,  basta  hallar  ia  recta  perpendicuiar  a  ella 
desde  C,  girar  ese  segmento,  y  lo  recta  girada  a'  seró 
perpendicular  a  ese  segmento: 


Una  vez  hallado  B,  A  se  halla  como  el  vértice  de  un  trióngulo 
equilátero  de  lado  BC. 


EJEROOO  RESUELJO  9 

Dadas  las  rectas  s  y  r  de  la  figura  y  el  punto  P,  trazar  por  P  una 
recta  que  corte  a  s  y  r  en  dos  puntos  A  y  B  respectivamente,  de 
modo  que  se  cumpla  que  PA^PB. 


Supongamos  la  solución  AB.  En  elia  se  observa  que  B  es  el 
simétrico  de  A  respecto  de  P.  Como  A  estó  en  s,  trazamos  la 
recta  simétrica  de  ella  respecto  q  P,  y  donde  corte  a  r  será  el 
punto  B: 


* 
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ejercicio  propuestos 


m 
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j§U|il;  Dados  íos  puntos  A  y  B  y  la  recta  r,  hallar  en  esta  recta  un 
ili  panto  P  tal  que  la  suma  PA  +  PB  tenga  un  valor  mínimo. 
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2.  Las  circunferencias  C  y  C  son  tangenfes  exferiormente  y  el 
radio  de  una  es  el  doble  que  el  de  la  otra.  Existe  una 
homofecia  directa  (K>0)  de  cenfro  0  y  razón  K  que  transforma 
C  en  C1  y  otra  inversa  (K<0)  de  centro  0'  razón  K'  que  realiza 
la  mismo  función.  Dibujar  sobre  la  figura  los  puntos  0  y  0'  y 
dar  los  valores  de  K  y  K', 


4.  Dibujar  la  figuro  transformada 
mediante  una  homotecia  de  razón 
transformado  A'  del  punto  A. 


del  trapecio  ÁBCD 
-3/2.  Se  conoce  el 


c 


+ 


A' 


5.  Una  lupa  estó  situada  sobre  un  mosaico  regular  del  modo 
que  se  muestra  en  la  figura.  Completa  el  dibujo  anadiendo  las 
formas  que  se  ven  a  su  través,  sabiendo  que  en  ella  se 
producen  2  aumentos  en  su  órea. 


3.  Dadas  bs  circunferencias  C  y  C  de  b  figura,  construir  los 
posibles  centros  de  homoíecia  que  transforman  C  en  C‘  e 
indicar  bs  correspondientes  razones  de  homofecia. 


6.  Consfruir  una  figura  semejanfe  a  b  dada  pero  que  tenga 
el  doble  de  área. 


A 


1 
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7.  Dodo  un  triángulo  ABC,  construir  el  triángulo  homotético 
A'B'C'  de  superficieîa  cuarto  parte  de  la  superficie  del  primero, 
siendo  centro  de  homotecia  el  baricentro  G. 


C 


Hallar  ia  figura  inversa  respecto  de  0  del  segmento 
circìjlor  dado,  sabiendo  que  A  es  inverso  de  sí  mismo. 


0 


/ 


\ 


/ 


/ 


\ 
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N 


N 


B 

8.  Nos  dan  una  circunferencia,  un  punto  A  de  la  misma  y 
una  cuerda  BC.  Se  pide: 

a)  trazar  la  circunferencia  homotética  de  la  dada  con 
centro  de  homotecia  en  A  y  rozón  k  =  1/2. 

b)  Dibujar  las  cuerdas  que  pasen  por  A  y  sean  corladas 

por  BC  en  su  punto  medio. 


\ 


\ 


B 


ì\  Hallar  la  figura  inversa  de  la 
Potencia  de  inversión:  K=  -9  cm  x  cm. 


o 


c 


Hallar  la  figura  inversa  del  trióngulo  ABC  respecto  de  0 
siendo  A  inverso  de  sí  mismo. 


"t^Figura  inversa  de  la  dado,  siendo  A  el  centro  de  la  J 
inveRÌón  y  B  y  C  inversos  de  sí  mismos. 


B 


O 


A 


B 
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l'Sv  Hollar  la  figura  inversa  de  la  circunferencia 
conociendo  ios  inversos  de  dos  de  sus  puntos. 
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14\Hallar  la  figura  inversa  de 
sabiendo  que  A1  es  el  inverso  de  A. 


la  dada  respecto  de  0, 


o 


A 


4- 


A’ 

+ 


tá,  Considérese  un  redángulo  OABC  en  el  que  CB  =  2AB. 
A-Hallar  ia  figuro  inversa  dei  triángulo  ABC  si  el  centro  de 
inversión  es  0  y  el  punto  B  es  inverso  de  sí  mismo. 

Tó^Hdbr  el  centro  de  b  inversión  que  transformo  A  en  A'  y  B 
en  B'. ' 


h - y — 

A  B 


B'  A' 


/t7.  En 
ìa  recta 


una  inversión  posítiva  definida  por  lo  circunferencia  C  y 
r,  hailar  la  fígura  inversa  del  punto  P. 


r 


}o.  En  una  inversión  de  potencia  negativOy  cada  punto  de  Ig 
circunferencia  C  se  trasforma  en  su  dîametralmente  opuesto. 
Hallar  e!  inverso  del  punto  P. 


Si  los  puntos  A  y  A'  son  homólogos  en  una  inversión  de 
centro  0,  dibujar  la  inversa  de  la  circunferencia  C. 
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2Ó.  Dada  la  circunferencia  C  y  la  recia  r  de  la  figuro,  en  !a 
que  se  verifica  que  AB  =  BO  =  OD  -  a,  indicar  cuáles  sonjos 
posibles  centros  de  inversión  que  transforman  C  en  r  y  cuóles 
serían  las  correspondientes  potencias  de  inversión. 


^KDado  el  cuadrilótero  M'B'B  de  la  figura,  cuyo  óngulo 
M'B'  vale  120°,  Zcuónto  ha  de  valer  el  óngulo  B  para  que  las 
parejas  de  puntos  (A,  A'}  y  (B,  B')  sean  parejas  de  homólogas 
en  una  inversión?  .  .  .  . 

•  •  •  V 


I 


En  la  inversión  definido  por  el  centro  de  inversión  0  y  una 
pareja  çle  puntos  inversos  A  y  A',  hallar  lo  figura  inverso  de  ia 

recta  r. 


23.  Hallar  la  inversa  de  la  recto  r  en  una  inversión  de  centro 
0  y  potencia  de  inversíón  la  potencia  que  el  punto  0  tiene 
respecto  a  la  circunferencia  C. 


o 


+ 


24,  En  una  inversión  de  centro  0  y  potencia 
K-0?'0Q,  hollar  el  inverso  del  orco  AB. 


+ 


Determinar  un  punto  M  sobre  el 

tai  qtte  ÁB2-AM*AC. 
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£6. -.Determinar  la  figura  A'B'C'D',  inversa  de’la  ABCD  dada, 
en"ì jna  inversión  de  centro  0  que  convierte  el  punto  A  en  el  A' 


27.  Díbujar  los  posibles  segmentos  iguales  y  paralelos  al 
segmento  s,  de  modo  que  sus  extremos  estén  en  las 
circunferencias  de  centros  0  y  0}. 


28.  Dadas  !as  rectas  r  y  s  que  se  cortan  fuera  de  los  límites  dei 
papel,  trazar  por  los  puntos  A  y  B  dos  rectas  que  pasen  por  el 
punto  de  corte  de  r  y  s. 


2K  Se  pide  construir  un  triángulo  equilgtero  cuyo  vértice  A 
pertenezca  a  la  circunferencia  Q,  el  B  pértenèzCa  a  la  C2  y  el 
vértice  C  estó  fijado. 


pide  dibujar  un  segmento  con  su  punto  medio  en  M,  y 
cuyos  extremos  se  encuentren  en  ías  circunferencias  Q  y  C2. 


oK  Se  pide  dibujar  un  segmento  perpendicular  a  la  recta  r, 
con  su  centro  perteneciente  también  a  la  recta  r,  cuyos 
extremos  se  encuentren  en  las  drcunferencias  C^  y  C2, 
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32)  Tres  repetidores  de  telefonic  móvil  tienen  un  clccnce  que 
se  puede  representcr  en  el  plcno.por  1  cm.  Pcra  su  correcto 
mcntenimiento,  se  deben  situor  ol  corde  de  los  corretercs  Ci  y 
c2.  Buscar  su  emplazamiento  óptimo,  paro  que  haya 
comunicación  entre  los  tres  de  forma  indistinta. 


33L  Trazar  por  P  un  segmento  que  corte  a  la  circunferencia  en 
dos' puntos  A  y  B  tales  que  PA=2-PB,  en  los  dos  casos  dados: 
con  P  fuera  y  aentro  de  lo  circunferenciai 


Hallar  un  punto  M  de  la  recta  r  tal  que  las  tangentes 
e  él  a  las  dos  circunferencias  formen  iqual  óngulo 


r 


'^Síu^En  un  estudio  de  lo  íluminoción  del  objeto  A  y  su  sombra 
sobre  la  pantalia  s,  ia  lámpara  se  puede  mover  a  lo  largo  del 


corril  r.  Determinar  en  qué  posición  de  ia  lómpara  el  objeto  A 
estó  en  el  punto  medio  entre  !a  lómpara  y  su  sombro. 


m 


$ 
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Trozar  por  P  las  recías  que  corten  a  la  circunferencia  en 
mentos  de  lonqitud  2  cm. 


p 
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Un  parque  acuático  va  a  tener  forma  de  hexágono 
TSgòlor,  centrado  en  el  pozo  0.  Se  quiere  que  tenga  acceso 
por  las  dos  carreteras.  Dibujarlo  en  el  plano. 
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X.  Lo  piezo  dada  gira  alrededor  de  0.  Indicar  qué  óngulo 
puede  girar  hasta  tocar  con  el  ciiindro  c. 


o 


^  Un  mecanismo  se  compone  de  dos  ruedas  iguales,  que 
giròn  alrededor  de  sus  centros,  y  están  unidas  en  sus  bordes 
por  una  biela  de  longitud  dada,  articulada  en  sus  extremos. 
Determinaren  qué  posición  la  biela  estó  horizontal. 


X 


En  un  mapa  a  escala  E=  1:  50.000,  en  ei  que  se 
conocen  las  poblaciones  de  las  ciudades  A  y  B  representadas, 
se  pretenden  locaiizar  las  posiciones  C  y  D  que  responden  a 
los  siguientes  datos: 

*  la  distancia  entre  C  y  D  es  de  1  '5  km 
-  desde  C  y  desde  D  se  ven  A  y  B  bajo  cmgulos  de  90° 

"  -  desde  un  cierto  punto  alineado  con  A-B  y  con  C-D  se 
ven  ambas  alíneaciones  formando  un  óngulo  de  30°. 
Hallar  los  posiciones  de  C  y  D. 


A 


B 


Un  satélite  artificial  S  gira  airededor  de  un  planeta  P,  y  envía 
senales  en  forma  de  pulsos.  Esas  senales  llegan  primero  al 
punto  A  mós  cercano  de  la  superficie  (ver  croquis),  y  con  cierto 
retraso  a  los  demós  puntos,  debido  o  su  mayor  distancìa,  Esas 
senales  también  llegan  a  la  luna  L.  En  un  estudio  sobre  la 
distancia  entre  el  Planeta  y  la  Luna  se  necesita  saber  Ig 
posición  del  satélite  S  en  la  que  se  captan  en  el  planeta  y  en  la 
luna  a  la  vez  las  senales  con  menor  retraso  (posición  A  en  el 
planeta  y  en  la  luna)  y  las  senales  con  mayor  retraso  (posición 
B  en  el  planefa  y  en  la  luna).  (Explicación  razonada) 


1.  PERSPECTIVIDAD  ENTRE 
DOS  PLANOS 


Dados  dos  planos  P  y  P',  y  un  punto  V  que  no  pertenece  a 
ellos,  se  establece  una  correspondencio  entre  los  puntos  de 
dichos  planos  de  la  siguíente  forma:  ol  punto  A  le  co- 
rresponde  el  Af,  hallado  como  intersección  de  ío  recta  VA  con 
el  píano  P'.  Esta  correspondencia  se  dice  que  establece  una 
oerspectividad  entre  los  dos  planos.  Al  punto  A'  se  le  llama 
lomólogo  de  A. 


Esta  correspondencia  tíene  estas  propiedades: 

Los  homólogos  de  los  puntos  que  están  en  el  infinito  de 
P  son  los  puntos  de  ía  recta  L'  (recta  límite).  A  su  vez,  los 
puntos  homólogos  de  la  recta  L  están  en  el  infinito. 

La  recta  E  es  doble,  es  decir,  su  homóloga  es  ella 
mismo.  Se  llama  eje  de  la  perspectividad, 

Una  recta  r  y  su  homóloga  r'  se  cortan  en  el  eje. 
Dosjpuntos  homóloaos  siempre  están  alineados  c snV. 


2.  HOMOLOGÍA  PLANA 


Sí  todo  lo  anterior  lo  proyectamos  cìiíndricamente  sobre  un 
tercer  plano,  tenemos  una  homología  plana,  que  se  podría 
definír  como  una  correspondencia  de  los  puntos  del  plano  en 
sí  mismos  de  tal  formo  que  cumpla  estas  dos  propiedades: 

Dos  puntos  homólogos  están  siempre  alineados  con  un 
punto  fijo  0  ìlamado  centro  de  homología 
Los  pares  de  recfas  homólogas  se  cortan  en  puntos  de 
una  recía  fija  llamada  eje  de  homología 

Una  homología  queda  definida  porsu  centro,  el  eje  y  un  par 
de  puntos  homóiogos,  o  también  por  dos  pares  de  puntos 
homólogos,  y  la  dirección  del  eje. 

Si  A'  es  el  homólogo  de  A,  el  homólogo  del  A*  no  es  el  A. 
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Definida  una  homotogía  por  su  centro  0,  su  eje  E  y  un  par  de 
puntos  homólogos  A-A1,  para  hallar  el  homólogc  de  un  punto 
cualquiera  B  tenemos  en  cuenta  que  el  homólogo  B'  debe 
estar  en  la  recta  que  pasa  por  0  y  B.  Ademós,  si  cogemos  lo 
recta  r  que  paso  porÁ  y  B,  su  homóloga  r'  pasará  por  A  y  B'  y 
cortará  o  r  en  un  punto  del  eje.  Con  estas  dos  condiciones 
podemos  hallar  B!. 


Si  la  homología  estó  definida  sabiendo  que  A1  es  homóîogo 
de  A  y  B'  lo  es  de  B,  y  que  el  eje  de  homología  es  paralelo  a 
la  reda  tr  el  centro  de  la  homologío  debe  estor  alineado  con 
A-A'  y  con  B-B'.  Por  tanra  seró  la  intersección  de  esos  dos 
redas. 


Para  haílar  el  eje  sabemos  que  la  recta  AB  cortG  a  su 
homóbga  A’B'  en  un  punto  M  del  eje.  Por  ese  punto,  por 
tonto,  trazamos  el  eje  parolelo  □  ía  reda  dada  t. 


3.  RECTAS  LÍMITE  LYL' 


Se  llama  recta  límite  L  ol  lugor  geométrico  de  los  puntos  que 
tienen  sus  homólocos  en  el  infinito.  Existe  otra  recto  límite  L' 
que  contiene  a  los  puntos  que  son  homólogos  del  infinito.  Por 
tanto,  los  puntos  de  L  tìenen  homólogos  en  el  infínito  mientras 
que  los  de  Lr  $on  homólogos  dsl  infinito. 

Las  dos  rectas  son  paralelas  al  eje,  y  evidentemente  L'  no  es 
homólogc  de  L. 

Veamos  cómo  haliar  L  'en  una  homología  definida  por  el 
centro  0,  el  eje  E  y  dos  puntos  homólogos  A,  A' . 
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Necesiìamos  hallar  un  punfo  B  cuyo  homólogo  esté  en  el 
ïnfinito.  Cogamos  un  punto  cualquiera  del  infinito  B\,  y  lo 
unimos  con  0.  En  esa  recta  estaró  B.  ♦ 


o 


B’ 


00 


B' 


oo 


Por  otra  ponte,  aplicando  !a  segundo  propiedad  de  la 
homología,  unimos  con  A',  es  decir,  trazamos  la 
paralela  a  0  8'«  por  A'  hasta  que  corte  al  eje,  y  desde  allí  lo 
unimos  con  A.  En  esa  recta  estoró  B.  Por  tanto,  B  será  la 
intersección  de  las  dos  rectas.  Por  último,  la  recta  límite  L 
pasa  por  B  y  es  paralela  al  eje. 

Para  obtener  V  en  una  homología  definida  como  en  el  caso 
anterior,  necesitamos  el  homólogo  C’  de  un  punto  del  infinito 
C*.  CogemoS'un  punto  cualquiera  que  esté  en  el  infinito,  COT 
y  lo  unimos  con  0.  En  esa  recta  estaró  el  homólogo  C'. 
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Por  otro  porte^  y  como  en  el  caso  anterior,  unimos  C*  con  A 
hasta  que  cortfe  al  eje  y  desde  allí  unimos  con  A!:  en  esa  recta 

estará  C.  Por  tlanto,  C'  es  la  intersección  de  las  dos  rectos. 

* 

Por  último,  par  ese  punto  C[  trazamos  una  paralela  al  eje  E 
que  e$  la  recta  Lf  buscada. 

Las  recias  límite  L  y  L'  tîenen  dos  propiedades:  que  estón 
siempre  o  las  dos  dentro  del  espacio  entre  el  eje  E  y  0,  o  las 


dos  fuera,  y  ademós  la  distancia  de  una  de  ellas  oOes  igual 
que  la  de  la  otra  al  eje  E.  Por  tanto,  conocida  una  de  ellas,  la 
otra  se  puede  trazar  fácilmente  con  estas  propiedades. 


Vamos  a  estudiar  ahora  dos  casos  particulares  de  la 
homología:  la  afinidad  y  la  homotecia. 


4.  AFINIDAD 


Es  una  homología  en  la  que  el  ceníro  0  estó  en  el  infínito.  En 
ese  caso  dos  puntos  afines  A  y  A'  están  alineados  con  la 
llamada  dîrección  de  afinidad,  que  junto  al  eje,  define  a  la 
transformación  geométrica. 

En  la  afinidad  no  hay  rectas  limite. 


5.  HOMOTECIA 


Es  una  homoíogía  en  la  que  el  eje  está  en  el  infinìto.  Por  tanfo 
la  segunda  propiedad  de  la  homología  se  traduce  en  que  una 
recta  y  su  homóloga  son  paralelas.  Como  la  recta  AB  es 
paraleía  o  A'Bj,  los  triángulos  OAB  y  O'A'B1  son  semejantes, 
por  lo  que 


OA’  _  OB’ 

~ÔÂ~~ÔB 


A  esa  constante  se  la  llama  constante  de  homotecia.  Puede 
ser  negativa,  con  lo  que  los  puntos  homólogos  estarían  al  otro 
lado  de  0. 

Transforma  una  recta  en  otra  paralela.  Por  ello  consen/a  los 
ángulos,  es  decir,  es  una  transformación  conforme. 


Transforma  una  figuro  en  otra  proporcional,  con  una  relación 
de  áreas  de  K2. 


Cogemos  un  punto  D  de  la  recta  límite,  que  tendró  su 
homólogo  Dlro  alineado  con  OD  y  en  el  infinito. 

El  homólogo  de  A  esiará  en  la  recta  OA.  Por  otro  parte, 
unímos  D  con  A,  y  el  punto  de  corte  con  el  eje  lo  unimos  con 
D'ro/  es  decir,  trazamos  paralela  o  OD*.  En  esa  recta  estará 
A',  por  lo  que  este  punto  será  la  intersección  de  las  dos 
rectas. 

Como  el  eje  es  el  lugar  geométrico  de  los  puntos  homólogos 
de  sí  mismos,  la  prolongación  de  la  recta  ÀB  determinaró  en 
el  eje  un  punto  doble,  que  unido  con  A'  seró  la  recta 
homóloga  de  AB,  donde  se  enconíraró  el  vértice  B'.  Este 
punto  también  estoró  afineado  con  OB. 


El  ínverso  de  C  se  hace  de  la  misma  forma  que  con  B. 
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EMCICIO  RESUELTO  2 

En  una  afinidad  de  efe  E,  A!  e$  el  punto  afín  de  A.  Dibujar  la 
figura  afín  del  cuadraao  ABCD. 

La  recta  AA’  e$  la  direcçión  de  afinidad,  Por  tanto  B!,  C'  y  Df 
estarán  en  las  rectas  paralelas  a  eíla  trazadas  desde  B,  C  y  D 

respectivamente. 

.  < 

Por  otra  parte,  si  trazamos  la  recta  AD,  coríaró  a  la  A'Df  en  un 
punto  del  eje.  Con  estas  dos  condiciones  hallamos  los  puntos 
afines  de  los  otros  vértices. 

Se  observa  que  Sa  recta  AB,  ai  ser  paralela  al  eje  de  afinidad, 
tiene  a  AfB!  también  paralela  al  eje 
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EJERCICIO  RESUELTO  3 


Dibujar  la  figura  homóloga  de  la  dada,  que  corta  a  L. 
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Cogemos  un  punto  M  de  la  recta  límite  L,  que  tendró  su  homóiogo  en  MC,  que  está  "al  finaP  de  la  recta  OM. 

El  homólogo  del  B  estaró  en  la  recto  OB.  Si  prolongamos  MB  hasta  que  corte  aí  eje,  y  desde  ese  punto  unimos  con  M1*  (es  decir, 

trazamos  paralela  a  0-  M!,x),  el  punto  de  corte  seró  B’. 

El  homólogo  del  punto  C  estará  en  la  recta  OC.  Además  sabemos  que  la  recta  BC  y  la  B'C'  se  corian  en  el  eje  E. 

El  punto  A'  estará  en  la  recta  OA.  Y  si  prolongamos  AC  hasta  que  corte  ai  eje  E,  y  ese  punto  lo  unimos  con  C,  en  esa  recta  también 

estaró  A'.  El  punto  homólogo  del  A  sale  a  la  izquierda  de  0,  ya  que  la  recta  L  corta  g  la  figura. 

Eso  quiere  decir  que  como  el  segmento  AB  corta  a  L,  su  segmento  homólogo  A*B*  "pasaró"  por  ei  infinito,  es  decir  hay  que  unir  Af  con  B' 
"pasando"  por  el  infinito.  Lo  mismo  ocurre  con  e!  segmento  AC. 
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EJERCICIOS  PROPUESTOS 


Deferminar  el  homólogo  del  trióngulo  equilótero  dado,  en 
omología  de  centro  0,  eje  E  y  siendo  A'  el  homólogo  de 


E 

B 

Hollor  |q  figura  homóloga  de  ABCD.  dados  el  eie  y  un  par 
untos  homólogos. 


-  eje 
en  mm. 

e^íc.Vr.v.v.:.  • 
!Vi:*ví;í:v:::: .  . 


En  una  homología,  dados  el  centro  0,  la  recta  límite  L  y  el 
hallar  la  figura  homóloga  del  polígono  dado.  Mediaas 


4.  En  una  homología  de  centro  0,  eje  E  y  recto  límite  L, 
hallar  fa  figura  homóloga  de  la  circunferencìa  dado. 


E 


Hollar  la  figura  homólogc  de  lo  dada,  conocídos  el  eje  y 
dos  pares  de  puntos  homólcgos. 


Hcilar  la  figura  homclogo  del  cuadrado  dado,  sabiendo 
que  el  punto  8'  es  el  homólogodel  B. 


8.  Hallar  la  íigura  afín  de  la  circunferencìa  doda,  sabiendo 
que  el  punto  afín  de  su  centro  es  el  A'. 


-+‘ 


A' 


9.  Determinar  la  figura  afín  de  la  circunferencia  dada 


Trazar  la  figura  afín  de  la  dada,  con  los  datús  que  se 
indíbon. 


A 


B' 


E 


YKJ Hallar  el  cuadrilótero  homotético  del  dado,  siendo  0  el 
centra  y  K  =-  1/2su  razón  de  homotecia. 


o 


Teniendo  una  homología  afín  definîda  por  su  eje  e  y  un 
par  de  puntos  homólogos  P  y  P',  hallar  el  îrióngulo 

íransformado  del  ABC. 
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P' 
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13,  Dibujar  lo  figura  homotética  de  la  circunferencia  dada, 
siendo  0  el  centro  de  la  homotecia  y  su  órea  la  mitod  de  la  del 
círculo  conocido. 
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TEMA7 


1.  RECTAS  TANGENTES  A 
DOS  CIRCUNFERENCIAS 


Si  las  circunferencias  no  se  corfan,  hay  dos  pares  de  rectas 
tangentes  a  ambas  circunferencias:  las  dos  tangentes 
exteriores,  y  las  dos  tangentes  interiores.  Estas  últimas  se  cortan 
entre  sí  en  el  espacio  que  hay  entre  las  dos  circunferencias. 

Para  dibujar  las  tangentes  exíeriores,  observamos  que  si  las 
trasladamos  ortogonalmente  a  sí  mismas  el  radio  r,  pasan  por 
02.  Por  tanto  se  dibuja  con  centro  en  0]  una  circunferencia 
auxiliar  de  radio  R-r,  y.desde  02  se  trazan  las  dos  rectas 
tangentes  a  la  circunferencia  auxilïar,  que  nos  darón  las 
direcciones  de  las  tangentes  buscadas.  Si  desde  los  dos  ceniros 
se  trazan  perpendiculores  a  esas  direcciones,  obtenemos  los 
puntos  de  tangencia  ,  T2 ,  T^ ,  V7 
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Para  dibujar  las  tangentes  interiores,  se  hace  igual  que  en  el 
cgso  aníerior,  pero  tomondo  como  circunferencia  auxiliar  la  de 
radio  R  +  r. 


Si  las  dos  circunferencias  se  cortaran,  no  existiríon  rectos 
tangenfes  inferiores.  Y  si  una  circunferencia  estuviera  contenida 
en  le  otra,  no  habría  ninguna  recta  tangente. 


2.  TRAZADO  DE  UNA 
CIRCUNFERENCIA 
TANGENTE  A  DOS  RECTAS 


Dadas  dos  rectas,  hay  infinitas  circunferencias  tangentes  a  las 
dos.  El  centro  e$  cualquier  punto  de  la  bisectriz,  y  el  radio  viene 
dado  por  la  perpendicular  desde  el  centro  a  una  cualquiera  de 


m 
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las  redas,  lo  cual  iambién  nos  determina  el  punto  de 
tangencia. 


Circunferencia  tangente  a  dos  rectas  en 
un  punto  dado  M 

Pasar  por  un  punto  es  una  restricción  a  las  infinitas  soluciones 
del  caso  anterior.  Con  ella  hay  sólo  una  solución. 


Por  el  punto  M  se  traza  un  segmento  perpendicular  a  la  recta 
dada,  que  corta  a  la  bisectriz  en  el  centro  de  la  circunferencia 
solución.  El  radio  es  la  distancia  OM. 


Circunferencia  de  radio  dado  r,  tangente 
a  dos  rectas 

Se  trazan  paralelas  a  ias  rectas  a  una  distancia  r.  Donde  se 
corten  es  el  centro  de  la  circunferencia  pedida. 


•m 


Truncamiento  de  vértices  en 


Con  frecuenciO;  al  disenar  una  figura  -por  ejemplo,  una  pìeza 
mecáníca^  se  parte  de  un  polígono  en  el  que  se  sustituyen  los 
vértices  por  arcos  de  circunferencia  tangentes  a  los  lados,: 
operación  que  se  lìama  truncar  vértices*  Dependiendo  de  la§; 
necesidades  del  diseno,  los  arcos  de  circunferencias  pueden 
ser  de  radio  dado,  tangente  en  un  punto,  etc.  En  esos  casos  se 
aplîca  lo  visto  anteríormente. 
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En  el  trazado  de  correteros,  para  enlazar  dos  rectas^ 
antiguamente  se  usaba  un  simple  arco  de  circunferencio,  perc^. 
tenía  el  inconveniente  de  que  el  vehículo  pasaba  en  un  instont^ 
de  una  recta,  que  tiene  radio  de  curvatura  infinito,  a  una  curv|| 
de  radio  de  curvatura  determinado,  lo  que  obligaba  a  un  gir||ì 
brusco  del  volante.  Con  el  aumento  de  las  velocidades  de  lo||" 
vehículos,  la  curva  se  dividió  en  tres  tramos,  con  arcos  d|| 
circunferencias  tangentes  entre  sí  pero  de  diferente  radìo.  Así  s||| 
conseguía  que  los  giros  dei  volante  fueran  menores,  pefi|| 
seguían  siendo  bruscos.  En  las  autopistas  actuales  se  usa  uné| 
curva  llamado  clotoíde  que  tiene  un  radio  de  curvaturc| 
inversamente  proporcional  a  su  longitud,  es  decir  que  segun|j| 
avanza  por  el  a  el  radio  de  curvatura  es  menor,  lo  que  implicó| 
que  hay  que  ir  girando  progresivomente  el  volante.  En  la  zon|; 
central  del  eniace  hay  un  arco  de  circunferencia  de  rod;i|^ 
constante  (el  voìante  se  mantiene  girado  un  ángulo  constante)| 
y  en  la  zona  de  salida  de  nuevo  un  tramo  de  clotoide 
obligando  a  deshacer  suavemente  el  giro  del  volante. 
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3.  TRAZADO  DE 

CIRCUNFERENCIAS  A 
PARTIR  DE  TRES  DATOS. 
PROBLEMAS  DE  APOLONIO 
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Para  determínar  una  drcunferenda  se  puede  poner  lo  con- 
dición  de  pasar  por  un  punto  (P),  ser  tangente  a  una  recto  (R)  o 
ser  tangente  a  otra  circunferencia  (C).  Si  nos  dan  tres 
condiciones  de  éstos,  queda  definida  la  circunferencio.  Hay 
diez  casos  posibles,  que  fueron  estudiados  por  el  matemótico 
griego  Apolonio.  Vamos  a  verlos: 

PPP 

Tenemos  tres  puntos  no  alineados  A,  B  y  C,  v  queremos  trazar 

una  circunferencia  que  pase  poreilos.  Para  elio  basta  hallar  ícs 
mediatrices  de  dos  de  los  segmentos  determinados  por  los 
puntos.  El  punto  de  corte  es  el  centro  de  la  drcunferencia,  y  el 
radio,  la  distancia  de  él  a  cualquiera  de  los  puntos. 
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PPR 

Se  trato  de  dibujar  una  circunferencia  que  pase  por  A  y  B  y  sea 

tangente  a  ía  recta  r. 
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Vannos  a  hollar  el  punto  de  tcngencia  en  la  recta.  Suponemos 
trazada  la  solución  Q.  La  reda  que  pasa  por  AB  corta  a  r  en 
P.  Ese  punto  tiene  una  potencia  respedo  a  la  circunferencia  de 
PB  •  PA-  -  PT2. 


B 


Sí  trazamos  otra  circunferencia  cualquiera  que  pase  por  A  y  B, 
la  potencia  de  P  respedo  a  ella  seró  también  PB  *  PA  -  PT’  2 , 
por  lo  que  PT1  y  PT  son  iguales. 
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Pordanto,  basta  hallor  PT  y  Ifevarlo  sobre  r  desde  P,  de* 
terminando  el  punto  de  fangencia  T  buscado.  Se  puede  llevar  a 
un  lado  y  a  otro,  por  lo  que  salen  dos  soluciones.  El  centro  de 
las  circunferencias  solución  estaró  en  una  perpendicular  a  r 
desde  T,  y  en  lo  mediatriz  de  AB. 


Otra  forma  de  hacerlo  serîa  cogiendo  una  inversión  con  centro 
en  A  y  K  cualquiera.  Se  transforma  B  en  B'  y  r  en  una 
circunferencia  que  pasa  por  A.  Se  hallon  las  dos  tangentes 
desde  B'  a  esa  circunferencia  que,  deshecha  la  inversión,  $e 
transforman  en  las  dos  circunferencias  pedidas. 

PRR 


Nos  dan  las  reda  r  y  s  y  el  punto  A,  y  se  trata  como  siempre  de 
hallar  la  circunferenda  que  es  tangente  a  las  redas  y  pasa  por 
el  punto.  Tracemos  una  circunferencia  auxiliar  tangente  a  r  y  s, 
que  tendrá  el  centro  Oi  en  la  bisectriz.  La  circunferencia 
solución  seró  homotética  a  ella,  con  centro  de  homoteda  M. 
Si  unimos  A  con  M,  los  puntos  de  corte  H  e  I  con  la 
circunferencia  son  los  puntos  homotéticos  de  A.  Por  tanto, 
trazando  paralelas  a  HOi  e  IOi  desde  A,  obtenemos  los 
centros  02  y  03  de  las  circunferencias  solución. 
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Los  datos  son  ias  fres  rectas  r^,  r2/  r3.  Hay  cuatro  soluciones. 
Los  centros  se  hallan  como  intersección  de  las  bisectrices  de  los 
óngulos  formados  por  las  tres  rectas.  Los  puntos  de  tangencia 
son  los  pies  de  ìas  perpendiculares  trazadas  desde  los  centros  a 
las  rectas. 


Veómoslo  con  un  ejemplo.  Los  datos  son: 

A  . 


Supongamos  hallada  la  solución  Q.  Si  trazamos  una 
drcunferencia  auxiliar  C2  que  pase  por  A  y  B  y  corte  a  C, 
podemos  hallamos  el  centro  raaical  de  Ig$  tres  circunferencias 
C7  C)  y  C2.  Por  ese  punto  P  pasa  el  eje  radical  de  Q  y  C;  que 
es  la  tangente  común  en  el  punto  de  tangencia  T.  Para  todo 
esto  no  ha  sido  necesaria  C,  por  lo  que  hallamos  así  T,  y  pos- 
teriormente  la  circunferencia  solución,  que  pasa  por  tres  puntos 


ABT. 


Como  hay  do$  tangentes  desde  P  a  C,  salen  dos  soluciones, 
una  que  pasa  por  T  y  otro  que  pasa  por  V. 


Otra  forma  de  hacerlo  sería  cogiendo  una  inversión  de  centro 
A  y  K  cualquiera;  B  se  transforma  en  B!,  y  C  en  otra  C.  Se 
trazan  las  dos  rectas  tangentes  desde  B'  a  C  que,  deshecha  la 
inversión,  se  transforman  en  los  dos  circunferencias  solución 
que  pasan  por  A  y  B  y  son  tangentes  a  C. 


PCC 


m 


Tenemos  como  datos  las  circunferencios  Q  y  C2/  y  el  punto  P. 
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Para  resolver  este  caso,  se  transforman  C]  y  C2  en  una 
inversión  de  centro  P  y  constante  K  cualquiera.  Se  obtienen 
otras  dos  circunferencias  C'i,  y  C'2.  Se  hallan  las  cuatro  rectas 
tangentes  a  ellas  aue,  al  deshacer  la  inversión,  se  convierten  en 
las  cuafro  circunterencias  solución  que  pasan  por  P  y  son 
tangentes  a  C]  y  C2. 

Si  cogemos  la  inversión  de  tal  forma  que  la  cpd  pase  por  los 
puntos  de  contacto  de  la  tangente  a  C]  (0  a  C2)  trazada  desde 
P,  esa  circunferencia  Q  se  transforma  en  ella  misma,  y  es  mós 
fácil  la  construcción.  En  la  figura  sólo  está  dibujada  una  de  las 
cuafro  soluciones. 


Ci=C’i 


solución 
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PRC 

Los  dafos  son  los  indicodos  en  el  dibujo. 


r 


Se  coge  uno  inversión  de  centro  P  y  K  cuolquiero;  r  se  convierte 
en  C|  y  C  en  C2.  Se  hollon  las  cuatro  rectas  tangentes  comunes 
que,  deshecha  lo  inversión,  dan  las  cuatro  circunferencias 
solución.  En  la  figura  estó  dibujada  sólo  una. 


Los  otros  tres  casos  (RRC,  RCC,  CCC)  son  algo  mós 
complicados,  pero  se  reducen  o  uno  de  los  onteriores  si  se 
trasladan  las  rectas  o  las  circunferencias  datos  una  cantidad 
iguol  a  uno  de  los  radios.  Por  ejemplo,  si  tenemos  el  caso  RRC, 
podemos  trasíadar  las  dos  rectas  una  cantidad  de  r,  y  hallar  la 
circunferencia  que  es  tangente  a  esas  dos  rectas  y  que  pasa 
por  0  (caso  PRR).  La  solución  final  tiene  el  mismo  ceniro  y  un 
radio  igual  ol  hallodo  menos  r. 


S 


4.  OTROS  CASOS  DE 
TANGENCIAS 


Circunferencias  tangentes  a  dos  rectas 
en  puntos  dados  y  entre  sí 

Se  írata  de  trazar  una  circunferencia  tangente  a  r  en  el  punto  A, 
otra  tangente  a  s  en  B,  y  que  las  dos  sean  tangentes  entre  sí. 
Con  estos  datos  hay  infinitas  soluciones. 


s 


B 

Para  dibujar  una  de  ellas  se  traza  una  recta  perpendicular  o  r 
en  A.  Cogemos  cuafquier  punto  de  esa  recta  como  centro  de 
una  circunferencia  C  iangenfe  a  r  en  A.  Ahora  el  problema  lo 
hemos  transformado  en  el  caso  PRC  de  Apolonio, 


s 


t— 
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Para  resolverlo  coqemos  una  ínversión  de  centro  B  y  K 
cualquîera,  aunque  ía  más  sencilla  es  la  que  tiene  una  cpd  que 
pasa  por  el  punto  de  contacfo  de  la  tangente  a  C  desde  B,  ya 
que  transforma  C  en  ella  misma.  La  recta  r  también  se 
transforma  en  ella  mismo  por  pasar  por  el  centro  de  inversión. 
Por  tanto  transformamos  la  circunferencia  y  la  recta  s  en  sus 
inversas,  que  son  ellas  mismas.  Si  trazamos  ahora  la  recta 
paralela  a  s  que  sea  tangente  a  C  (hay  dos  tangentes  y,  por 
tanto,  dos  soluciones),  al  deshacer  la  inversión,  esa  recta  se 
transforma  en  una  circunferencia  que  pasa  por  B  y  es  tangente 
a  C  y  a  s,  es  decir,  en  la  solución. 


Circunferencia  tangente  a  una  recta  y  a 
una  circunferencia  en  un  punto  dado 


siguiente  forma: 

Se  traza  la  tangente  a  C  en  A,  que  corta  a  r  en  B.  La 
circunferencia  buscada  es  tangente  a  C  en  A,  por  lo  que  la 
Dotencia  de  B  respecto  a  las  dos  es  la  misma,  concretamente 
ìA2.  Por  tanto,  basta  llevar  la  distoncia  BA  sobre  r  a  partir  de  B 
para  hallar  el  punto  de  fangencia  T  de  r  con  la  circunferencia 
buscada,  Por  último,  el  centro  estará  en  la  intersección  de  las 
perpendicubres  a  las  dos  rectas  en  los  puntos  de  tangencia. 


Hay  otra  solución:  Iq  circunferencia  tangente  exterior,  cuyo 
punto  de  tangencia  con  la  recta  r  se  obtiene  al  llevar  BA  sobre 
r  en  sentido  opuesto  a  BT, 


Circunferencia  de  radio  dado,  tangente  a 

:•  •  •  .  .  •  •  % 

otras  dos 

En  este  caso,  los  datos  son  C],  C2  y  R3.  Se  recuerda  que  los 
centros  de  dos  circunferencias  tangentes  estón  siempre 
alineados  con  el  punto  de  tangencia.  Portanto,  para  hallar  03 
basta  construir  un  trióngulo  de  lados  0]02,  R1  +  R3,  R2+R3, 
todos  ellos  datos  del  problema. 


Si  la  cîrcunferencio  pedida  tuviese  que  ser  tangente  interior  a 
C2  y  exterior  g  C],  los  lados  del  friángulo  serían  0ì02,  Rì  +  R3/ 
R3-R2.  De  forma  similar  se  hallarían  los  lados  del  triángulo 
0]0203  en  otros  casos. 


EJFRCfC/O  RESUELTO 

Dibujar  la  figura  con  las  medidas  indicadas  en  el  croquis. 


Dìbujamos  un  segmento  verttcal  de  30  mm,  y  desde  sus 
extremos  trazamos  las  dos  circunferencias  de  raaios  10  y  20 
mm  (ojo:  el  dato  de  Id  circunferencia  superior  es  el  diámetro). 

Trazamos  la  recta  de  la  izquierdo  tangente  a  las  dos 
circunferencias. 

Para  hallar  el  centro  de  la  circunferencia  de  rcdio  35  mm, 
desde  O^  y  02  trazamos  arcos  de  radios  (20+35)  y  (10+35) 
mm  respectivamente,  Donde  se  corten  es  el  centro  del  arco  de 
35  mm.  Los  puntos  de  tangencia  se  obtienen  uniendo  ese 
centro  con  Oi  y  02. 
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EJERCICIOS  PROPUESTOS 
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Dibujar  una  circunferencia  que  pasa  por  A  y  B  y  es 
tangente  a  otra  C  de  centro  0  y  r  =  1  cm,  si  A;  B  y  0  forman 
un  trióngulo  rectóngulo  de  catetos  AB=2  cm  y  BO  =  3  cm. 

2.  Dados  los  puntos  A  y  B  y  la  circunferencia  C,  trazar  una 
de  las  posibles  circunferencias  tangentes  a  esos  tres 
elementos.  Explicación  razonada.  Indícar  el  número  de 
soluciones  posibles. 
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Trazar  las  circunferencias  tangentes  0  las  recfas  r  y  s,  y 
que  pasan  por  el  punto  P. 
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^tx^Dibujar  una  de  las  circunferencias  que  pasan  por  P  y  son 
tangentes  a  las  circunferencias  de  cenfro  Oi  y  r}  =  1  cm,  02 
y  r2  =  2  cm,  si  P0i02  es  un  triángulo  equilátero  de  lado  4 
cm. 

Trazar  dos  circunferencias  tangentes  interiormente  entre 
sí  y  tangentes  a  las  rectas  dadas,  una  en  A  y  la  otra  en  B. 
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Trazar  una  circunferencia  tangente  ínteriormente  o  la 
dada  en  M  y  tangente  a  la  recta  r. 


Trazar  una  circunferencia  de  3  cm  de  radio,  fangente 
interior  a  lo  B  y  tangente  exterior  0  la  A. 


^8^  Determinar  las  circunferencias  tangentes  a  la  c  que 
pasan  por  los  puntosAy  B. 
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%  Dado  el  frióngulo  equilátero  de  la  figura.,  trazar  en  su 
interìor  tres  circunferencias  de  igual  radio  siendo  cada 
circunferencia  tongente  exteriormente  a  las  otras  dos  y  siendo 
tangentes,  además,  a  los  lados  del  triángulo. 


10.  Trazar  una  circunferencia  tangente  a  los  tres  doáos,  de 
tal  modo  que  éstas  resulten  exteriores  y  sabiendo  que  las 
circunferencias  de  centros  y  02  son  iguales. 


^H>-La  circunferencia  C  de  la  figura  representa  un  tubo  que 
qlberga  en  su  interior  a  dos  cables  cilíndricos  de  iguai 
diómetro,  y  a  un  tercero  cuyo  diámetro  móximo  se  pretende 
calcular.  Determínese  éste  gróficomente. 


12.  Obtener  la  circunferencìa  de  menor  radio  posible  que 
sea  tangente  a  las  circunferencias  q  y  c2,  de  igual  radio,  y  a 
la  recta  t,  siendo  esta  última  paralela  a  lo  que  une  los  centros 
de  ambas  circunferencias. 


t 


Dados  las  rectas  r  y  s  y  la  circunferencia  C  tangeníe  a 
ambas,  trazar  las  círcunferencias  tangentes  a  s,  r  y  C. 


s 


Trazar  las  circunferencías  que  sean  tangentes  a  la 
circunferencia  C  y  a  la  recta  r  en  el  punto  T. 


C 


r 
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15.  Trazar  dos  circunferencias  tangentes  a  la  circunferencia 
dada  y  a  la  recta  r  en  el  punto  T.  •  *  ■ 


T&vDados  los  puntos  A  y  B  y  la  recta  r,  halldr  los  puntos  del 
plano  que  equidistan  de  Á,  B  y  r. 


+ 


B 


Dados  los  puntos  A,  B  y  C,  trazar  tres  circunferencias 
con  centros  en  estos  puntos  y  que  cada  una  sea  fangente  a 
las  ofras  dos. 


A 


^Un  jugador  de  fúlbol  se  dirige  desde  el  centro  del 
campo  0  hacio  la  esquina  C,  siguiendo  una  trayectoria 
rectilínea.  ÉDesde  qué  punfo  de  esía  trayectoria  divisa  los 
extremos  A  y  B  de  la  portería  con  el  óngulo  móximo? 
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>xLa  recla  o  es  una  conducción  de  abastecimiento  de 
agua  de  una  ciudad,  b  es  un  río  subterráneo  y  C  un  coserío. 
Se  va  a  hacer  un  pozo  cuya  agua  irá  ai  caserío  y  a  la 
conducción  de  abastecimiento  general.  Buscar  el 
emplazamiento  idóneo  para  que  ias  nuevas  canalizaciones 
sean  de  igual  longitud.  (Èxpíicación  razonada). 
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20,  En  una  ciudad  hay  urîa  plazo  de  toros  C,  una  boca  de 
metro  M  y  un  paseo  P.  Una  castahera  que  cursó  Dibujo  en  2° 
de  Bachillerato  quîere  poner  un  puesto  equidistante  a  esos 
ìugares..  indîcar  en  el  plano  la  posición  que  escogió. 
(Explicación  razonoda). 


Trazar  las  circunferencias  que  son  tangentes  a  Q  y  a  Q 
sienâo  P  el  punto  de  tangencia  con  esta  última. 
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>2^En  una  ciudad  hay  una  plaza  de  toros  C,  una  boca  de 
metro  M  y  un  paseo  P.  Una  castanera  que  cursó  Dibujo  en  2° 
de  Bachiílerato  quîere  poner  un  puesfo  equidistante  a  esos 
lugares.  Indicar  en  el  plano  la  posición  que  escogió. 
(Explicación  razonada). 


.  Determinar  el  punto  P  que  equidiste  de  los  A  y  B  y  que 
suìîistancia  a  C  sea  30  mm  mayor  que  las  distancias  a  los 
anteriores  puntos. 
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zS^De  conformìdad  con  ías  condiciones  de  diseno 
expresadas  en  el  croquis  adjunto,  hallar  geométricamente  la 


recta  s. 


CRÒQUIS  . 


C c 


Dibujar  a  escala  natural  la  figura  cuyo  croquis  se 
adjunta  y  situar  en  él  la  recta  tangenie  t  con  la  condîción 
angular  que  se  expresa.  Determinar  con  precisión  los  centros 
y  los  puntos  de  tangenciavde  las  circunferencias. 


CROQUIS 


Dìbujar  a  escata  1 :1  el  objeto  representado  en  el  croquis 
adjunto,  según  los  datos  del  mismo,  indicando  los  centros  y 
los  puntos  de  tangencia. 
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26.\Determinar  las 
circunferencia  c  dada, 
Exponer  razonadamente 
empleada 


circunferencias  tangentes  ;a  la 
que  pasan  por  íos  puntos  A  y  B. 
el  fundamento  de  Ìa  construcción 


Determinar  las  circunferencias  tangentes  a  las  rectas 
paralelos  r  y  s  y  a  al  circunferencia  c 


\ 


* 


TEMA  8 


.  S.-1  ■  ‘  ■ 


1.  CURVAS  CÍCLICAS 


Estas  curvas  son  las  engendradas  por  un  punto  de  uno  crrcunferencia  móvil,  llamado  ruleta  o  generatriz,  al  rodar  sin  deslizar  sobre  otra 
circunterencia  tija  ílamado  base  o  directriz.  También  se  las  llama  curvas  mecánicas  o  móviles. 

Una  cur/a  cíclica  recibe  el  nombre  de  epicicloide  cuando  la  circunferencia  móvil  es  exterior  a  la  fija.  Si  eî  radio  de  Ig  base  es  infinito,  es 
decir,  es  una  rectOy  se  lo  llamo  cicloide.  Por  ultimo^  si  ía  ruíeta  es  interior  a  ìa  base,  recìbe  el  nombre  de  hipocicloide. 

Trazado  de  la  cicloide 

Vamos  a  ver  cómo  se  dibuja  por  puntos,  una  cicloîde  conocido  el  radio  de  lo  ruleta.  Necesitamos  saber  la  longitud  de  su 

circunterencia.  Para  hallarla  graticamente,  se  inscribe  en  ella  un  cuadrado  y  un  triángulo  equílátero.  La  lonqitud  aproximada  de  la 
circunterencia  es: 


L^20A  +  20B 

o 


Dibujamos  la  ruleta  situada  en  un  extremo  del  segmento  de  longifud  L.  Dividimos  la  ruleta  en  tantas  portes  iguales  como  puníos  de  la 

curva  queremos  hallar,  por  eiemplo  12.  Trazomos  rectas  paralelas  a  la  base  por  esas  divisiones  y  también  por  el  centro.  a  longitud  L 
sobre  la  base  tambien  la  dividimos  en  12  partes  iguales. 

El  punto  M,  que  pertenece  a  la  ruleta,  nos  va  a  describir  la  cícloide  al  rodar  la  circunferencia  sobre  la  base. 


73 


Al  9'rar  1/12  de  vuelta,  la  posicìón  de  la  ruleta  se  ha  desplazado  hacía  lo  derecha  1/12  de  L,  el  cenfro  estó  en  y  el  punfo  M  está  en 
M]y  que  es  un  punto  de  la  cicloide. 


Al  gîrar  otro  1/12  de  vuelta,  el  cenfro  de  lo  ruleta  se  situará  en  02  y  M  estará  en  M2.  Así  proseguimos  doce  veces,  hallando  doce  puntos 
de  ia  curva  que  se  unen  a  mano  alzada  o  con  plantilla  de  curvas. 


Trazado  de  I a  epicicloide 

Necesitomos  conocer  los  radios  de  la  base  ,  y  de  la  rulefa  Rr.  La  construcción  es  similar  al  ejercício  anterior,  aunque  en  este  caso 
tenemos  que  llevar  la  longitud  de  la  ruleta  sobre  Ig  base,  que  es  una  curva.  En  ella  abarcaró  un  ángulo  a 


«r  =  360°  — 

Rb 


La  división  de  la  base  se  hace  dividiendo  el  óngulo  a  en  ocho  partes,  por  ejemplo.  El  resto  de  la  construcción  es  similar  a  la  cícloide, 


Trazado  de  la  hipoddoide 

En  la  hipocidoide,  la  ruleta  es  ínterior  a  la  base.  La  construcción  es  similar  a  la  de  los  casos  anteriores. 


••  *  >•*•  . 


2.  ENVOLVENTE 


Se  tlama  envolvente  de  una  famiîia  de  curvas  a  otra  curva 
tangente  a  cada  una  de  las  curvas  de  la  familia.  Por  ejemplo, 
la  envolvente  de  esta  familia  de  rectas  es: 


Y  la  curva  envolvente  a  esta  familía  de  circunferencias  es: 


\ 

*. 


3.  EVOLVENTE 


Se  llama  evolvente  a  la  curva  que  describe  un  punto  de  una 
recta  que  rueda  sin  desfizar  sobre  otra  'curva  llamoda  evoìuta. 


En  un  punto  cuolauiera  P,  la  distancia  TP  es  el  radio  de 
curvatura  de  la  evolvente,  y  T  el  centro  de  curvatura  o  centro 
deí  círculo  osculador  de  lo  evolvente  en  P.  Círculo  osculador 
de  una  curva  en  un  punto  es  aquel  que  más  se  aproxima  a  la 
curvo  en  un  entorno  de  ese  punto:  tiene  un  contocto  de  tercer 
grodo,  lo  que  algebraicamente  significa  que  coinciden  la  curva 
y  las  derivados  primera  y  segunda. 

La  evoluta  se  puede  consideror  como  envolvente  de  ìas 
normales  a  la  evolvente,  o  como  lugar  geométrico  de  los 
centros  de  curvatura  dê  ella. 

Este  fipo  de  curvas  se  oplico  en  la  fabricación  de  ruedas 
dentados  en  mecanismos,  para  conseguir  un  contacto  entre 
dientes  sin  deslizamiento  y,  portanto,  con  mínimo  desgasfe. 


Trazado  de  la  evolvente  de  una 

cìrcunferencia  de  radio  dado 

•#  '  .  .  •  . 

Hallamos  la  rectificación  (longítud)  de  la  circunferencia  y  la 
dividimos  en  un  número  de  partes  iguaíes,  en  este  caso  16. 


.v/-Ví 


L  =  2-OA  +  20B 


Trazamos  en  la  circunferencio  radìos  que  la  dividan  en  16 
partes  iguafes  (primero  en  cuotro  portes,  luego  codo  uno  de 
esas  portes  se  divide  en  dos,  y  codo  ocfavo  se  divide  por  último 
en  dos  partes  iguales).  Por  los  puntos  así  determinados  se 
trazan  tangentes,  y  sobre  ellas,  a  partir  del  punto  de  tongencio, 

12  3 

se  llevan  — — , — ...,  etc.,  portes  de  la  circunferencia. 

16  16  16 


4.  ESPIRALES.  VOLUTA 


Espairales  son  los  curvas  descritas  por  un  punto  situado  sobre 
uno  semirrecto  que  se  deslizo  sobre  ella  a  la  vez  que  la  recta 
gira  sobre  un  puntodeella. 

Si  la  velocidad  del  punfo  sobre  la  semirrecta  y  la  de  giro  de 
ésta  ^  son  constontes,  describen  la  llamada  espiral  de 
Arquímedes.  Es  la  curva  que  describe  el  borde  de  uno  lómino 
enrollodo  sobre  sí  misma. 

La  mínimo  distoncia  radial  entre  dos  puntos  de  lo  curva  se 
lloma  paso  de  ia  espirol. 

Trazado  de  la  espiral  de  Arquímedes 

Sobre  una  semirrecio  OA  se  llevan  n  partes  iguales,  por 
ejemplo  8,  y  desde  0  se  trazan  semirrectas  que  formen  óngulos 

•  i  j  360°  e  ...  . 

iguaies  de  - .  5e  dtbu|on  orcos  concentricos  de  radios 
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crecientes,  que  corton  a  tas  semirrectas  en  puntos  de  la  espiral. 
La  distancio  OA  es  el  paso  de  la  espiral,  es.decir,  la  distancia 
entre  dos  puntos  consecutìvos  de  la  espiral  después  de  una 
vuelta. 
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Trazado  de  la  espiral  de  varios  centros. 
Voluta 

Se  pueden  trazar  espirales  compuestas  por  diversos  arcos  de 
circunferencias  tangentes  entre  sí,  cuyos  centros  van  ocupando 
distintas  posiciones,  por  ejemplo  los  vértices  de  un  polígono 
regubr.  Hay  espirales  de  dos  centros,  de  tres  centros,  etc.  A  la 
de  cuatro  centros  tradicionolmente  se  b  ha  Ibmado  Voluta. 

El  poso  de  b  espiral  es  el  penmetro  del  polígono  (N-L).  Como 
ejemplo  vamos  a  hacer  b  espiral  de  seis  centros. 

EJERCICIO  RESUELTO  7 

Dibujar  b  espiral  de  seis  centros. 

Dibujamos  un  hexógono  regular  de  bdo  L  y  vértices  Vtí  V2/  V3, 
etc.. 

Con  centro  en  Vt  trazomos  un  arco  de  circunferencia  de  radio 
L  hasta  que  lo  corta  b  prolongación  del  bdo  V,V2.  Cogemos 
ahora  como  centro  a  V2  y  trazamos  un  arco  de  radio  2L 
tangente  al  anterior,  hasta  que  lo  corta  b  prolongación  del 
bdo  V2V3.  Seguimos  con  V3  y  radio  3L,  etc. 
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5.  LEMNISCATA  DE 
BERNOUILLI 


Dados  dos  puntos  fijos  Ft  y  F2  Ibmados  focos,  b  Lemniscata 
de  Bemouil  i  es  el  lugar  geométrico  de  los  puntos  P  cuyo 
producto  de  distancias  a  esos  dos  puntos  fijos  es  constante  e 
igual  al  cuadrado  de  b  semidistancia  entre  Ft  y  F2. 

dVd2=OF? 


Se  puede  construir  a  partir  de  dos  circunferencias  de  centro  en 
los  focos  y  con  un  radio  de: 

OFi 

r  ~  — =f-  =>  OF]  =  r 

Ese  radio  se  puede  obtener  trazdndo  rectas  que  formen  45° 
desde  0  y  ó  F2: 


Una  vez  que  tenemos  dibufados  los  focos  y  F2/  el  centro  0 
las  dos  circunfe rencîas  de  radio  r,  veamos  cómo  obtener 
puntos  de  la  curva.  Trazamos  desde  0  una  recta  cualquiera, 
que  corta  a  la  circunferencia  en  A  y  B,  y  se  marca  en  esa  recta 
un  punto  P  que  cumpla  OP  =  AB.  Así  se  hace  con  otras  rectas 
y  se  van  obteniendo  puntos  de  la  curva.  Las  rectas  que  se  cojan 
deben  tener  una  incjinación  menor  de  45°,  pues  si  no  no 
cortan  a  la  circunferencia,  Poresa  razón,  la  recta  tangente  a  la 
lemniscata  en  0  forma  un  ángulo  de  45°  con  la  horizontal. 


O 


Propiedade  de  la  Lemniscatas 

•  Tiene  dos  ejes  de  simetría. 

•  Sea  P  un  punto  cualquiera  de  la  cun/a,  y  a  el  óngulo  que 
forma  OP  con  la  recta  OF -|.  El  óngulo  que  la  recta  normal  en 
ese  punto  P  forma  con  OP  es  2a  y  el  ángulo  que  forma  con 
OF]  es  3a. 


•  La  sección  que  se  produce  en  una  superficie  tórìca  por  un 
plano  vertical  tangente  interiormente,  es  una  Lemniscata  de 
Bernouilli. 


EJERCICIOS  PROPUESTOS 


1.  Dibujar  la  cicloide  engendrada  por  una  ruleta  de  radio 

35  mm.  , 

2.  Dibujor  la  epicicloide  con  los  siguientes  datos:  Rb  =  45 
mm  Rr  =  15  mm 

3.  Dibujar  la  hipocicloide  con  los  siguientes  datos:  Rb  "  60 

mm  Rr=20  mm  « 

4.  Trazar  la  evolvente  de  una  circunferencia  de  rodio  15  mm. 


5.  Un  insecto  camina  en  un  disco  desde  ef  centro  al  exterior 
en  línea  recta,  a  una  velocidad-de  1  cm/s,  El  disco  tarda  4 
segundos  en  dar  una  vuelta.  Dibujar  la  curva  descrita  durante 
8  segundos. 

ó.  Dibujar  una  espirol  de  5  centros,  los  cuales  forman  un 
pentágono  regular  de  1  cm  de  lado. 

7.  Dibujar  una  voluto  de  paso  6  cm. 

8,  Dibujar  una  Lemniscata  de  Bernouillì  cuya  distancia  entre 
los  focos  sea  10  cm. 
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1.  CURVAS  CÓNICAS 


generairiz)  e  hipérbola  (el  plano  P  es  paralelo  al  eje  del  cono). 
Estudiemos  cada  una  de  ellas. 


Las  curvas  cónicas  se  obtienen  al  cortar  un  cono  de  directriz 
circular  con  un  plano  P.  Lógicamente  son  curvas  planas. 


2.  ELIPSE 


En  eí  plono,  Iq  expresión  analítica  de  estas  curvas  es  una 
ecuación  de  segundo  grado. 

Las  curvas  cónicas  se  clasifican  en:  elípse  (el  plano  P  corta  a 
todas  las  generatrices),  paráboía  (el  plano  P  e  paralelo  a  una 


Definición 

La  elipse  es  el  lugar  geométrico  de  los  puntos  del  plano  cuya 
suma  de  distancias  a  dos  puntos  fijos,  llamados  focos,  es 
constante.  Esta  se  suele  indicar  como  2a. 

dt+do~  constante  ~  2a 
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Elementos 

•  *  % 

,  '  *•  .  '  '  '  *  •  *  *  * 

Los  elementos  príncipales  de  la  elipse  son: 

a:  semieje  mayor. 
b:  semieje  menor. 
c:  semidistancia  focal. 

c  ' 

e:  excentricidad  =  — .  Indica  el  grado  de  fíachatamiento]'  de  la 

a 

elipse.  Estó  comprendido  entre  0  (circunferencia)  y  1  (un 
segmento}. 


0:  centro.  No  coincide  con  la  intersección  del  plono  de  corte  P 
con  el  eje  del  cono. 

Vértices:  corte  de  la  elipse  con  los  ejes  mayor  y  menor. 

Cuerda:  segmento  que  une  dos  puníos  cualesquiera  de  la 
elipse. 

Diómetros:  cualquier  cuerda  que'pasa  porel  centro. 


v 


Diámetros  conjugados 

Dado  un  diámetro  cualquiera,  trazamos  varias  cuerdas  pa- 
ralelas  a  él.  El  segmento  que  une  todos  los  puntos  medios  de 
estas  cuerdas  pasa  por  el  cenfro  y  se  llamo  diámetro 
conjugado  del  primero. 

Dos  diómetros  conjugados  son  conjugados  entre  síy  es  decir, 
cada  uno  es  conjugado  del  otro. 

En  los  extremos  de  un  diámetro,  las  tangentes  a  la  elipse  son 
paralelas  aí  diámetro  conjugado. 


Los  diómetros  conjugados  aue  son  perpendiculares  se  llama 
diámetros  principales  y  miaen  2a  y  2b.  Son  los  únicos  qu 
forman  90°. 
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Construcción  de  la  elipse  a  partir  de  los 
diámetros  principales. 

Método  I 


m 


Se  trazan  las  circunferencias  de  radios  a  y  b. 

Se  traza  un  radio  cualquiera,  el  cual  corta  a  las  dos 
circunferencias  en  los  puntos  A  y  B.  Por  el  punto  A  se  traza  una 
Daralela  al  diómetro  de  la  circunferencia  mayor,  y  por  el  punto 
3,  al  diámetro  de  la  circunferencia  menor,  La  intersección  de 
ambas  paralelas  determina  un  punto  P  de  la  elipse. 


Se  construye  un  rectángulo  de  lados  2a  y  2b. 

Se  divide  el  semidiómetro  a  en  n  partes  iguales  (por  ejemplo, 
4),  y  el  semilado  b  también.  Esas  divisiones  se  numeran  según 
la  figura  y  se  unen  con  B  y  C  Las  intersecciones  de  las  rectas 
C-1  con  B-l,  de  C-2  con  B-2,  etc.,  son  puntos  de  la  elipse. 


Este  método  es  válido 
diámetro5  conjugados. 


c 

para  aplicarlo  directamente  o  dos 
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Métocfo  III 

Vamos  a  aplicar  la  definición.  Dibujamos  un  segmento  de 
longitud  2°,  y  !o  dividimos  en  dos  tramos,  que  llamaremos  d^  y 
d2.  Con  centro  en  se  traza  una  circunferencia  de  radío  d  ,  y 
con  centro  en  F2  se  traza  una  çircunferencia  de  rodio  d2.  Los 
puntos  de  corte  de  esas  dos  circunferencias  son  puntos  de  la 
elipse,  ya  que  cumplen  que 


mmê 

. V •:• 


di  +  d' 


2a. 

2a 


«  *’V  p'V.  'Sim'  *  . 

•rfi; 


vìfU 


ty 

Fi  \  1 

F2 

Hlilt 

S,,'í '-Jv ■' ;  • 
«•V.'Cv.V- •!-••••  ••  ■  • 

W.\S • . 

y,i>*!  •  •;  >'  p  i' ;  /  j  •'  •  ■ : ; : 


íìmmmm: 


3.  HIPÉRBOLA 


Definición 


La  hipérbola  es  el  lugar  geométrico  de  los  puntos  del  plano 
cuya  diferencia  de  distancias,  en  valor  absoluto,  a  dos  puntos 
fijos,  llamados  focos,  es  constante.  Esta  se  suele  indicar  como 
2a. 
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El  conjunto  de  puntos  tales  que  d}  >  d2  determina  una  rama 
de  la  hípérbola,  y  el  conjunto  de  puntos  taíes  que  di  <  d2 
determina  la  otra  rama. 

Elementos 

Los  elementos  de  la  hipérbola  son  los  siguientes: 


Focos:  Ft  y  F2 

Semieje  real  (corta  a  la  hipérbolo)  -  a, 
Semieje  imaginario  (no  corta  a  la  hipérbola) 
Semidistancia  focal  =  c 


-  b 


Excentricidad  =  e  =  — .  Puede  tomar  valores  entre  1  (c=a  y 

a 

por  lo  tanto  b— 0)  e  infinito  (a  =  0  ó  c=co).  Si  es  V2  ,  se  llama 

hipérbola  equilátera  (a  =  b). 

Vértices  =  V 

Asíntotas:  son  las  diagonales  del  rectángulo  2 a,  2b.  La  curva 
tiende  a  ellas  pero  sin  corfarlas. 


Construcción  de  la  hipérbola 


Se  trazan  dos  circunferencias,  una  con  centro  en  y  lo  otra 
con  centro  en  F2 ,  cuya  diferencìa  de  radios  sea  2a,  o  lo  que  es 
lo  mismo,  6]  =  d2  +  2a.  Los  puntos  de  cort.e  son  puntos  de  la 

hipérbola,  ya  que  cumplen  la  definicióní/j  —  —  2a  . 


2a 


Con  cada  valor  de  d2,  hallamos  dos  puntos  simétricos  respecto 
al  eje  horizontal. 
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4.  PARÁBOLA 


Definición 

La  poróbola  es  el  lugar  geométrico  de  los  puntos  del  pbno  que 
equidistan  de  un  punto  fijo  ibmado  foco,  y  de  una  recta, 
Ibmoda  directriz. 


Directriz:  Es  una  recto  fija  de  referencia. 

Foco:  Un  punto  fijo  de  referencia. 

Eje:  Es  b  recta  perpendicubr  a  la  direcfriz  que  pasa  por  el 
foco;  Es  eje  de  simetría. 

■;  Vértice  V:  Es.el.punto.de  la  poróbob  más  cercano  a  b  directriz. 
Es  la  intersección  del  eje  con  ia  parábob. 

Parómetro:  Se  Ibrna  parómetro  a  b  distancia  de  F  a  V  o,  lo 
que  es  lo  mismo,  de  V  a  b  directriz.  Define  la  forma  de  b 
paróbola. 

La  parábolo  tiene  una  sob  rama  y  no  tiene  asíntotas. 

Construcción  de  la  parábola 

1)  Se  coge  uno  distancio  cualquiera  que  sea  mayor  que  la 
distancia  del  foco  al  vértice,  d  >  VF. 

2)  A  partir  de  la  directriz  se  lleva  esa  distancia  sobre  eí  eje  y  se 
traza  una  recta  perpendicular  a  éste. 

3)  Desde  el  foco  se  fraza  una  circunferencia  de  radio  d.  Donde 
corte  a  lo  recta  trozado  anteriormente,  serón  puntos  de  la  pa- 
róbola. 
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5.  TANGENTE  A  UNA  CÓNICA 
EN  UN  PUNTO 


Se  lloman  rodios  vectores  de  un  punto  de  una  curva  cónica  a 
los  segmentos  que  unen  ese  punfo  con  los  focos. 


La  tangente  en  un  punfo  a  una  cónica  es  bisectriz  de  los  radios 
vectores  o  de  sus  prolongaciones.  También  ocurre  lo  mismo 
con  !a  recto  perpendicubr  a  b  tangente  (recta  normal  en  ese 
punío). 


En  el  caso  de  la  hípérbob: 
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En  la  parábola,  el  segundo  radio  vector  es  la  perpendicular  a 
la  directriz. 
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6.  CIRCUNFERENCIAS  FOCAL 
Y  PRINCIPAL 


Circunferencia  focal  es  la  circunferencia  de  centro  uno  de  los 
focos  y  radio  2 a. 

Circunferencia  principal  es  la  que  tiene  como  centro  el  mismo 
que  la  cónica,  y  radio  a. 

circunferencia 
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En  la  parábola,  la  circunferencta  focal  es  la  directriz,  y  la 
circunferencia  principal  es  la  recta  paralela  a  la  directriz  que 
pasa  por  el  vértice. 
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Propiedades 

>  •* 

Si  tenemos  una  tangente  cualquiera  a  la  cónica: 

h  -  E!  simétrico  de  P2  respecto  de  ello  estó  en  la  circunferencia 
Lfocal. 

-  El  pie  M  de  la  perpendícular  a  la  recta  tangente  desde  F2  estó 
en  la  circunferencia  principal. 

^  -  El  punto  de  tangencia  T  estó  alineado  con  la  recta  que  une  F^ 
y  el  simétrico  (F2)  del  otro  foco  respecto  de  la  tangente  en  ese 
I  P^nto. 


circunferencia 


En  la  parábola  estas  propiedades  también  se  cumplen  si  se 
considera  que  F2  está  en  el  infiníto  del  eje  de  la  parábòla. 
Entonces  los  propiedades  quedan  así: 

-  El  simétrico  de  F  respecto  de  una  reda  íangente  estó  síempre 
en  ía  directriz. 

-  El  pie  M  de  la  perpendicular  o  la  reda  tangente  desde  F  está 
en  la  recta  paralela  a  la  directriz  que  pasa  por  el  vértice  V. 

-  El  punto  de  tangencia  I  esfá  en  la  recta  paralela  al  eje  que 
pasa  por  (F).  . 
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En  el  caso  de  lo  paróbofa,  de  lo  primera  propiedad  se  obtiene 
un  importante  COROLARIO:  el  foco  estaró  siempre  en  la  recfa 
simétrica  de  la  directriz  respecto  a  cualquiertangente. 


directriz 


EJERCICIO  RESUELTO  1 

La  recta  d  es  directriz  de  una  paróbola  y  t,  y  t2  son  dos 
tangentes  a  la  cónica.  Hallar  gróficamente  el  foco,  el  eje,  el 
vértice  y  los  puntos  de  tangencia  de  t,  y  t2. 

ti 


El  foco  F  estora  en  las  rectas  simétrica  de  d  respecto  de  t,  y  t2. 
El  eje  es  perpendicular  a  d  desde  F,  y  el  vértice  es  el  punto 
medio  entre  F  y  la  directriz.  Para  hallar  los  puntos  de 
tangencia,  bosta  trazar  rectas  perpendículares  a  d  desde  íos 
dos  puntos  simétricos  del  foco  (F). 
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7.  INTERSECCION  DE  UNA 
CÓNICA  CON  UNA  RECTA 
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En  I a  elípse,  como  4* d2— 2a,  todo  punto  P  de  la  curva  es 

centro  de  una  circunferencia  .  que  es  tangente  a 
circunferencia  focal  y  que  pasa  por  F2. 
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Si  por  P  pasa  una  recta,  el  simétrico  (F2)  de  F2  respecto  de  ella 
también  estó  en  la  circunferencia  citada  anteriormente. 

Portanto,  dada  la  recta  r,  para  hailar  el  punfo  P  donde  corta  o 
la  eìipse  basta  obtener  el  centro  de  una  circunferencia  que 
asa  por  los  puntos  F2/  (F2)  y  es  tangente  a  la  circunferencia  | 
que  se  resuelve  como  un  caso  PPC  de  Apolonio: 
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Se  traza  una  circunferencia  auxilior  que  pase  por  F2  y  (F2).  Se 
halla  el  eje  radical  de  esta  circunferecnia  y  la  focal.  El  punto  de 
corte  N  de  Iq  recta  F2-  (F2)  con  ese  eje  radicaì  es  el  centro 
radical  de  esas  dos  circunferencios  y  la  solución,  Por  -tgnto 
basta  trazar  desde  él  la  tangente  a  la  circunferecnia  focal,  y  el 
punto  de  tangencia  T  es  también  el  de  la  circunferencia 
solución.  Por  tanto  el  centro  de  la  circunferencia  solución 
estaró  en  lo  perpendicular  a  NT  desde  T  y  en  r. 
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En  el  caso  de  lo  paróbola,  el  punto  intersección  con  una  recta  _r 
es  el  centro  de  una  circunferencia  que  pasa  por  F,  su  simétrico 
(F)  respecto  de  la  recta  r,  y  es  fangente  a  la  directriz. 


Se  resuelve  como  un  caso  PPR  de  Apolonio:  se  traza  una 
circunferencia  auxiliar  que  pase  por  F  y  (F).  Desde  el  punto  N, 
corte  de  ía  recto  F-(F)  con  la  directriz,  se  traza  la  tangente  o  la 
auxiliar.  Se  lleva  esa  longitud  sobre  la  directriz  y  ese  es  el  punto 
T  de  tangencia  de  la  circunferencia  cuyo  centro  es  el  punto  P 
solución.  Por  tanto  P  esíá  en  r  y  en  la  perpendicular  a  la 
directriz  desde  T. 


8.  TANGENTES  A  LAS 
CÓNICAS  DESDE  UN  PUNTO 
EXTERIOR 


Con  cenfro  en  F;  se  traza  circunferencia  focal  C].  Con  ceníro 
en  P  y  radío  PF  se  fraza  la  circunferencia  C2,  las  cuales  se 
cortan  en  Q  y  S.  Esos  puntos  son  los  símétrìcos  de  F  respecto 
de  las  dos  rectas  tangentes 

Si  unimos  F'  con  dichos  puntos  Q  y  S,  esas  rectas  cortan  a  la 
curva  en  dos  puntos  que  son  los  de  tangencia.  Para  trazar  las 
tangentes  basta  unir  estos  puntos  con  P. 

Dichas  tangeníes  también  son  medíatrices  de  las  rectas  Sf  v 
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En  la  hîpérbola  es  similor 


Dibujamos  la  circunferencia  focal  con  centro  en  F.  Los 
simétricos  del  foco  P  respecto  de  ías  tangentes  -de  las  que  sólo 
conocemos  su  dirección-  esfá  en  b  circunferencia  foca ,  iuego 
debe  ser  Q  y  S.  Y  bs  tangente  sólo  puede  ser  dl  y  d2.  Los 
puntos  de  tangencîa  son  los  puntos  de  corte  de  bs  tangentes 
con  bs  rectas  F'Q  y  F'S,  es  decir,  y  P2. 


Y  en  b  parábob,  b  circunferencia  focal  es  b  directríz 

Q  tf'JÌL  - 


EifRC/C/O  RESUELTO  3 

En  el  punto  A  se  produce  un  bnzomîento  de  un  proyecfil  que 
sigue  una  trayectoria  parabólica,  de  b  que  se  conocen  el  eje  e 
y  la  tangente  en  el  referido  punto  inicial  tA.  Obtener  el  foco  y  el 
punío  más  aíto  de  b  próbob. 


EJERCICIO  RESUELTO  2 

Se  da  una  elipse  por  sus  focos  F-P  y  su  eje  mayor  AB.  Halbr 
bs  tangentes  a  b  eiípse  que  sean  parafebs  a  la  recta  d, 
determinando  los  puntos  de  tangencia. 


A 


e 


Sabemos  que  tA  es  bisectriz  de  los  radios  vectores.  Uno  de  estos 
radios  vectores  es  paralelo  al  eje,  por  lo  que  es  fácil  halbr  el 
ofro,  siméírico  de  AD  respeto  de  tA.  Este  segundo  radio  vector 
cortará  al  eje  en  F. 

Como  b  distancia  de  A  a  F  es  igua!  a  AD,  se  puede  haílar  D  y 
por  fanto  b  directriz  d.  Por  último,  b  solucîón  es  el  vértice  V, 
punto  medio  entre  F  y  E. 
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EJERCICIO  RESUELTO  4 

Determinar  los  puntos  de  fa  recto  r  que  pertenecen  a  la 
parábola  definida  por  su  directriz  d  y  su  foco  F,  sin  díbujar  la 


curva. 


El  eje  de  la  paróbola  pasaró  por  F  y  seró  perpendicular  a  d. 
Buscamos  ahora  un  punfo  P  de  la  recta  que  equidiste  de  F  y  de 
1°  directriz.  Por  tanto  seró  el  centro  de  una  circunferencia  que 
pase  por  F,  por  su  simétrico  respecto  de  r,  y  sea  tangente  a  d, 
que  es  un  caso  de  Apolonio  que  se  resuelve  por  potencia. 
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EJERCICIO  RESUELTO  5 


Determina  la  posición  del  foco  y  del  vértice  de  lo  paróbola  que 

posa  por  A,  es  tongente  en  dicho  punto  a  la  recta  t  y  admite  a 
ío  recto  r  como  directriz.  y 


A 


t 


m 

ÌÊÊÊ. 


La  perpendicular  desde  A  a  la  directriz  r  es  un  radio  vecfor, 
Dibujamos  el  simétrico  respecfo  de  f  y  obtenemos  el  foco  F.  El 
eje  es  perpendicula  a  r  y  el  vérice  V  es  el  punto  medio. 


EJERCICIO  RESUELTO  6 

X 

El  punto  F  es  el  foco  de  una  elipse,  que  ademós  es  íangente  a 
las  rectas  t1;  t2  y  t3.  Determinar  el  foco,  el  ceníro  y  dibujar  los 
ejes  de  dicho  elipse. 


Los  puntos  simétricos  de  F  respecto  a  las  fres  tangenfes  estarón 
en  Iq  circunferencia  focal,  cuyo  centro  es  F!,  que  podemos 
hallar  con  la  íntersección  de  las  mediatrices.  El  centro  de  la 
elrpse  estaró  en  el  punto  medio  de  F-F'.  El  eje  mayor  2a  es  el 
radîo  de  la  circunferencia  focal.  Y  el  semie|e  menor  b  se 
obtiene  trtazando  arcos  de  radio  a  desde  los  dos  focos. 
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EJERCICIOS  PROPUESTOS 


1.  Dados  los  focos  F  -  P  y  la  tangente  t  a  una  elípse,  hallar 
el  punto  de  tangencia  y  los  ejes  2a  y  2b. 


+ 

p» 


+ 

F 


2.  Dado  el  punto  P  de  una  elipse  y  los  vértices  C  y  D  del  eje 
menoiyse  pide  el  punto  T  de  tangencía  con  la  elipse  de 
recta  t. 


a 


3.  Hallar  los  vértices  de  la  elipse  de  foco  F  que  tiene  por 
tangentes  a  las  rectas  t1;  t2  y  t3. 


tl 


Í2 


F 

+ 


t3 


4.  Hallar  los  ejes  de  la  elipse  de  lo  que  se  conoce  un  foco 
dos  tangentes  t  ìy  t2  y  el  punto  de  contacto  T  de  la  tangente  \]m 
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5.  Determinar  ías  posiciones  de  los  ejes  y  el  otro  foco  de  una;|H 
elipse  conociendo  e  foco  F,  la  tangente  t  y  las  magnitudes  de 
los  ejes  a  y  b.  El  foco  Ff  se  encuentra  a  lo  izquierda  de  F. 
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ó.  Determinar  los  ejes  de  la  elipse  definida  por  un  foco  F1; 
un  punto  T  y  su  tangente  t,  sabiendo  que  dicho  punto  dista  la 
mitad  de  F^  que  de  F2. 
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7.  De  una  elipse  conocemos  la  recta  r  que  contiene  a  su  eje 
mayor,  un  foco  F  y  la  tangente  en  uno  de  sus  punîos  P.  Dibujar 
la  circunferencia  focal  de  centro  el  otro  foco  F'  y  los  ejes  y 
vértices  de  la  citada  elipse. 


r  F 


8.  Hallar  los  ejes  de  una  cónica  de  !a  que  se  conoce  el  foco 
F]  y  las  tangentes  \]f  t2  y  t3.  Asimismo  obtener  los  puntos  de 
contacto  de  las  tangentes  dadas. 


9.  Tenemos  una  hipérbola  definida  por  sus  focos  F  y  F'  y  un 
punto  P  de  la  misma.  Dibujar  sus  asíntotas  y  la  tangente  en  el 
punto  P. 


1 0.  Dibujar  los  asíntotas  de  una  hipérbola  conociendo  un  foco 
F,  ia  tangente  t  con  su  punto  de  tangencia  T  y  la  longitud  de  su 
eje  real  V-V!.  *  v;  -  •  *  ■  . 


1 1 .  Determinar  los  vértices  y  Igs  asíntotos  de  la  hipérbola 
determinada  por  sus  focos  F  y  F',  y  una  tangente  t. 


12.  El  punto  A  pertenece  a  una  parábola,  cuya  directriz  es  Ig 
mediatriz  del  laao  AD.  El  foco  está  en  la  reda  CB.  Dibujar  la 
parábola  y  trazar  las  tangentes  desde  C. 


\ 


13.  E!  punto  F  es  el  foco  de  uno  parábola  que  además,  es 
tangente  a  las  rectas  tl;  t2.  Dibujor  !a  dìrectriz  y  el.eje  de  dicho 
paróbola. 


14.  Determinar  la  directriz  y  el  eje  de  la  parábola  cuyo  foco  es  1 
F  y  que  es  tangente  o  la  recta  t  en  el  punto  T. 


15.  Un  rayo  (impulso  îumínico,  acústico,  etc}  incide  en  una 
parábola  de  foco  F  y  vértice  Á.  Obtener  con  exactitud  (sin 
dibujar  la  paróboía)  el  punto  de  íncidencia  y  el  rayo  reflejado. 


16.  Haliar  gróficamente  las  tangentes  desde  el  punto  P  a  la 
elipse  determinada  por  sus  ejes  y  calcular  sus  puntos  de 
tangencio. 


c 


p  +  -f 

A 


D 


17.  Determinar  con  exactitud  íos  puntos  de  intersección  de  la 
elipse  de  ejes  AB  y  CD  con  la  recta  r  dada,  sin  dibujar  la 


/  * 


comca. 


r 

c 


D 


18.  Dada  una  elipse  de  ejes  AB  y  CD,  determinar  sus 
tangentes  paralelas  a  la  dirección  d.  Indicar  los  puntos  de 
tangencia. 
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19.  Hallar  los  punlos  de  întersección  de  la  parábola  de  vértice 
V  y  directriz  d  con  la  recta  dada. 


20.  Conocemos  dos  rectas  r,  r'  y  un  punto  A  situado  sobre  r. 
Hallar  sobre  esta  última  recta  los  puntos  que  equidistan  de  A  y 
de  r'.  Dibujar  íodas  las  soluciones  posibles. 


21.  Determinar  el  lugar  geométrico  de  los  centros  de  las 
circunferencias  tangentes  a  la  recta  r  y  a  la  circunferencia  c. 


r 


22.  Dada  una  elîpse  por  sus  focos  F-FJ  y  $u  eje  mayor  AB, 
determinar  los  puntos  de  ìntersección  de  la  misma  con  ía  recía 
r,  perpendicular  a  dicho  eje. 


* 

Ì 
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23.  Una  recía  fija  r  es  !a  directriz  común  de  dos  parábolas  de 
focos  F  y  F'  respectivamente.  Obtener  los  puntos  de 
intersección  de  las  paróbolas,  sín  necesidad  de  trazar  las 
mismas.  Rozonar  la  construcción  empleada. 
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1.  REPRESENTACIÓN  DE  UN 
OBJETO 


El  espacio  en  que  nos  movemos  es  de  tres  dimensiones.  Los 
objetos  que  hay  en  él  se  pueden  representar  en  tres  dí- 
mensiones  con  modelos  a  escala,  maquetas,  etcv  o  en  un 
espacio  de  dos  dimensiones,  por  ejemplo  en  un  papel.  En  este 
coso,  el  procedimiento  que  se  sigue  es  proyectar  cada  punto 
del  espacio  -o  del  objeto-  sobre  un  plano,  que  es  nuestra 
lómina  o  espacio  bidimensional  de  trabajo. 


Hay  dos  íipos  de  proyección: 

-  Cónica:  íos  rayos  proyectaníes  parten  d 

-  Cilíndrica:  todos  los  rayos  proyectantes  son  parale 
dirección  dado. 


un  punto  fi  o. 

os  a  una 


95 


La  proyección  cilíndrica,  o  su  vez,  puede  ser  ortogonal,  si  la 
dirección  de  proyección  es  perpendicular  al  plano  de 
proyección,  u  oblicua,  en  caso  contrario. 

De  esto  forma,  los  prîncipales  sistemas  de  representación  se 
pueden  clasificar  en: 


Dos  olonos - Diédríca 


r  Ortogonal  *< 


Un  olano 


Cilmdrica  *< 


Planos  acofados 


Proyección  ^ 


Axonométrica 


Obíicua 


Cónica 


Cabollero 
Perspectiva  cónìca 
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2.  APLICACIONES  Y 
VENTAJAS  DE  LOS 
SISTEMAS  DE 
REPRESENTACIÓN 


Sistema  diédrico 

Si  las  direcciones  principales  de  los  cuerpos  son  paralelos  a  los 
planos  coordenadas,  muchas  medidas  estón  en  verdadera 
magnitud.  Por  eso  se  usa  en  planos  en  arquîtecfura  (planta  y 
alzado)  y  en  diseno  industrial. 


También  se  emplea  para  representar  las  vistas  de  figuras: 


vista 

auxiliar 


Por  último,  se  usa  en  la  resolución  de  problemas  geométricos, 
como  intersección  de  planos,  cortes  de  poliedros  con  un  plano, 
^tc. 

Sistemo  oxonométrico  y  perspectiva 
caballera 

Los  dibujos  resultantes  son  más  representatívos  del  objeto,  más 
claros  que  en  diédrica.  Sin  embargo,  las  ìongitudes  no  estón  en 
verdadera  magnitud,  aunque  pueden  tomarse  medidas  a  través 
de  un  coeficiente. 

Se  utilizan  para  croquis,  disenos  publicítarios,  representación 
de  piezas  mecónicas,  etc. 
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Perspectiva  cónica 


En  objetos  grandes  (edificios,  paìsajes,  etc.),  la  representación 
en  perspectiva  cónica  es  más  parecida  a  la  realidad.  Por  eso  se 
utilíza  en  arquitectura,  decoración,  pintura,  ingeniería,  etc.  Por 
ejemplo,  para  ver  la  interrelación  de  las  obras  públicas  con  su 
entorno,  ver  el  aspecto  exterior  de  un  edificio,  etc.  En  la 
representacìón  de  interiores  se  usa  mucho  la  cóníca  central,  ya 
que  es  la  única  que  permife  ver  a  la  vez  tres  paredes,  el  suelo  y 
el  techo. 

Tiene  el  inconveniente  de  que  las  medidas  no  estón  en 
verdadero  magnitud,  y  frabajar  con  ellas  tiene  cierta 
complicación. 


Pianos  acotados 
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Es  un  sistema  idóneo  cuando  las  medidas  verticales  son  mucbo 
más  pequenas  que  las  horizontales,  o  en  la  represenfación  de 
superficies  muy  irregulares. 

Se  utiliza  en  topografía,  meteorología  (mapas  de  curvasf 
isobaras)  y  en  mgeniería  (en  la  representación  de  superficies 
alabeadas,  como  por  ejemplo  cascos  de  barcos,  hélices,  etc.) 


•••.S, 
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TEMA 11 


I 


1. 


Sistema  diédrico  es  el  sisfema  de  representación  basado  en  la 
proyección  cilíndrica  ortogonal  sobre  dos  plonos 
perpendiculares,  Ibmados  planos  coordenadas.  Ademós,  uno 
de  estos  planos  se  abate  sobre  el  otro  después  de  b 
proyección,  para  tenertodo  el  resultado  sobre  un  único  pbno. 

Elementos 

Los  elementos  principales  de  este  sistemo  son: 

•  Planos  coordenados:  plano  horizontal  PH,  y  plano  vertical 
PV. 

•  Línea  de  tierra,  LT:  es  b  intersección  del  PV  con  el  PH.  Un 
punto  A  tiene  dos  proyecciones,  lo  horizontal  A,  y  lo  vertical  A2. 
La  línea  que  une  esas  dos  proyecciones  es  siempre  perpen- 
diculor  a  b  LT. 

•  Cota  y  alejamiento:  son  bs  distancias  del  punto  al  PH  y  al  PV 

respedivamente,  y  coincide  con  bs  distancias  entre  b  LT  y  A2  y 
At, 


2.  REPRESENTACION  DEL 
PUNTO 


Para  represenlar  un  punto  del  espacio,  se  coge  el  siguiente 
sistemo  de  coordenadas:  el  origen  se  tomo  en  un  punto  de  la 
LT,  normalmente  centrado.  El  eje  x  va  sobre  la  LT,  el  eje  y  en  el 
PH  y  el  z  en  el  PV.  Por  fanto,  en  diédrica,  el  eje  y  (con  la  parte 
positiva  hacia  abajo)  y  el  eje  z  (con  la  parte  positiva  hacia 
arriba)  están  en  prolongación, 


A 2 


!  cota 


i  f 


[  alejamlanto 
ô 

Ai 


EJERCICI®  RESUELT®  1 

Oibujar  los  siguientes  punfos  dodos  por  sus  coordenadas: 


A (1,2,3) 


B2 


B  (-1,0,2) 


Bi  O 


C  (2,-1 ,2) 


C2 

Cl 
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Situación  del  punto  en  los  diversos 
cuadrantes  (olfabeto  del  punto) 


Por  las  posiciones  de  las  proyecciones  del  punto  podemos 
saber  en  qué  cuodrante  estó.  Se  ve  cíaramente  en  el  dibujo 
siguiente. 


Los  puntos  del  primer  cuadrante  tienen  lo  proyeccíón  horizontal 
A3  por  debajo  de  la  LT,  y  la  proyección  vertical  A2  por  encima 
de  la  LT. 

Los  puntos  del  segundo  cuadranfe  tìenen  las  dos  proyecciones 
y  B2  por  encima  de  la  LT. 

Los  puntos  del  tercer  cuadrante  tienen  la  proyección  horizontal 
C]  por  encima  de  la  LT,  y  la  proyección  vertical  C2  por  debajo 
de  la  LT. 

Por  últímo,  los  puntos  del  cuarto  cuadrante  tienen  las  dos 
proyeccíones  D3  y  DB2  por  debajo  de  la  LT. 


3.  LA  RECTA 


Toda  recta  r  se  represento  por  sus  dos  proyecciones  r3  y  r2.  Un 
punto  pertenece  a  una  recta  si  sus  proyecciones  A3  y  Á2  están 
en  las  proyecciones  r3  y  r2  de  la  recta.  ' 


Se  llaman  trazas  de  una  recto  a  los  puntos  donde  la  recta  r 
corta  a  los  planos  coordenados  PH  y  PV.  Para  hallar  las  trazas 
basta  prolongar  r}  y  r2  hosta  la  LT  y  subir  o  bajar  perpen- 
dicularmente  a  la  LT  hasfa  que  corte  a  la  otra  proyección. 


0  en  este  otro  caso: 


Paso  de  la  recta  por  los  diversos 
cuadrantes 

En  general  una  rectp  pasa  por  tres  cuadrantes,  siendo  los 
puntos  de  paso  las  trazas  de  la  recta. 

Llna  recta  pasa  sólo  por  dos  cuadrantes  cuando  corta  a  la  LT  o 
es  paralela  a  un  plano  coordenado. 

Paso  sólo  por  un  cuadrante  cuando  es  parolela  a  ía  LT. 

Pora  estudiar  el  paso  de  la  recta  por  los  diversos  cuadrantes, 
se  divide  la  reda  en  segmentos,  separados  por  Iqs  trazas.  Se 
coge  un  punto  cualquiera  de  cada  segmento  y,  por  la  posición 
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Jíàe  sus  proyecciones,  se  ve  en  qué  cucdronîe 
■lógicomente,  todo  el  segmento  estará  en  ese  cucdrante. 
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Rectas  especiales 

Vecmos  cómo  se  representon  en  diédrico  algunas  recfas  con 
posiciones  especiaies: 

a)  Reda  contenida  en  el  PH:  r2  estó  en  la  LT. 


T2 


b)  Redo  contenida  en  el  PV:  r,  estó  en  la  LT. 


99 


/ì 

gNRecta  horizontal:  es  aquella  que  es  paralela  a‘l  PH,  Tìene  r2 
paralela  a  la  LT  y  r^  paralela  a  la  recta. 


ymm 


d]/Reda  frontal:  es  toda  recta  que  es  paralela  ol  PV.  Tiene  r, 
paralela  a  la  LT  y  r2  parolela  a  la  recto.  . 


e)  Reda  vertical:  es  aquello  que  es  perpençjicular  al  PH.  La 
proyección  r,  queda  reducida  a  un  punfo,  y  r2  es  vertical.  , 


T2 

I 

I 
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ri 


f)  Reda  de  punta:  es  cualquier  reda  perpendicular  al  PV.  La 
proyección  r2  queda  reducida  a  un  punto,  y  r,  es  perpendicular 
a  la  LT. 


g)  Redo  paralela  a  la  LT 


•• 


.• 


•• 
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h)  Recta  de  perfil:  se  llama  así  a  la  que  es  perpendîcular  a  la 
LT.  Las  dos  proyecciones  son  perpendiculares  a  la  LT. 

V 


A 

L_ 

T2 

z 

ri 

Hay  muchas  rectas  que  ííenen  ias  mismas  proyecciones,  por  lo 
que  hay  que  dar  las  proyecciones  de  dos  puntos  de  la  recta, 
Trabajar  con  ellas  tiene  cierta  dificultad,  al  menos  al  principìo, 
Más  adelante  veremos  cómo  trabajar  con  ellas. 

i)  Recta  que  pasa  por  la  LT:  Igs  dos  proyecciones  se  corían  en 
un  punto  de  ía  LT. 


Posiciones  posibles  entre  rectas 


Dos  rectas  en  el  espacio  pueden: 


*  ser  paralelas,  si  sus  proyecciones  diédricos  son  paralelas:  r^ 
paralela  a  sf,  y  r2  paralela  a  s2. 


paralelas 


•  cortarse:  son  las  que  tienen  un  punto  en  común;  por  tantO/  el 
punto  de  corte  de  S)  con  r]t  y  el  de  s2  con  r2  deben  estar  en  una 
misma  verticol/  para  que  sean  las  proyecciones  diédrícas  de  un 
punfo. 


se  cortan 


•  cruzarse:  en  ese  caso  no  tienen  ningún  punto  en  común.  El 
punto  de  corte  de  con  rìf  y  e!  de  s2  con  r2  no  están  en  una 
misma  vertical/  por  lo  que  no  son  ías  proyecciones  de  nmgcrn 
punto. 


se  cruzan 


4.  EL  PLANO 


Un  plano  en  diédrîca  se  representa  por  sus  dos  frazas,  que 
siempre  se  cortan  en  la  LT.  5e  suelen  nombrar  con  lefras 
griegas. 


Cualquier  recta  contenida  en  un  plano  debe  tener  sus  trazas  en 
las  trazas  del  plono,  como  se  ve  en  la  siguiente  figura: 


Pora  dibujar  las  trazas  de  un  plano  definido  por  dos  rectas  que  j 
se  cortan,  basta  unir  las  trazas  de  las  rectos: 
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Determinación  de  un  plano 

Un  plano  queda  determinado  por: 

a)  dos  rectas  que  se  cortan 

b)  tres  puntos  no  alineados 

c)  una  recta  y  un  punto  no  contenido  en  eíla 

d)  dos  rectas  paralelas, 

Acabamos  de  ver  cómo  dibujar  el  plano  en  el  primer  caso.  Eì 
caso  b)  se  reduce  al  primero  cogiendo  dos  de  las  posibles 
rectas  que  definen  esos  tres  puntos.  El  coso  c)  se  convierte 
también  al  primero  uniendo  el  punto  dado  con  otro  cualquiera 
de  la  recta.  Finalmente  el  último  caso  se  reduce  a  uno  del 
aparíado  a)  en  el  que  el  punto  de  corie  está  en  el  infinito. 


EJERCICIO  RESUELTO  2 

Dibujar  en  diédrica  el  plano  que  contiene  a  los  tres  puntos  A(2, 
4, 2),  B(- 1, 1, 5)  y  C(l,  8, 1). 


Planos  especiales. 


a]*rlano  de  canto  (plano  proyedante  sobre  el  PV):  es  el  plano 
que  es  perpendicular  aí  PV.  La  traza  a^  es  perpendicular  a  la 
LT,  y  todos  sus  puntos  tienen  la  proyección  vertical  en  a2. 


02 


y  — - 

ai 

b/Plano  yertical  (plano  proyedante  sobre  el  PH):  es  el  que  es 
perpendicufqr  ai  PH.  En  este  caso  a2  es  perpendicular  a  la  LT,  y 
todos  sus  puhtos  tienen  la  proyección  horízontal  en  a^. 


c)  Plano  paralelo  a  la  LT:  las  dos  trazas  son  paralelas  a  la  LT. 


d)  Plano  horizontal:  es  aquel  que  es  paralelo  al 
horizontal  de  referencia  PH.  Su  traza  a2  es  paralela  a  la  L 
está  en  el  infinito. 


plano 

yai 


5.  RECTAS  DEL  PLANO 


Recta  contenida  en  un  plano 

Una  recta  estó  contenida  en  un  plano  si  las  trazas  de  la  reda 
estón  en  las  trazas  del  plano. 
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Recta  horizontal  de  un  plano 

Recla  horizontal  de  un  pîano  es  aquella  que,  como  su  nombre 
indica,  es  deîplano  y  es  horizontal.  Su  proyección  horízontal  r, 
es  paralela  a  la  trazo  horizontal  a,  del  plano,  y  ía  proyección 
vertical  r2  es  paralela  o  la  LT.  Como  la  recta  es  paralela  al  PH, 
la  trazo  Horizontal  estó  en  el  ínfinito. 


Hoy  infinitas  rectas  horizontales  de  un  plano.  Por  cualquier 
punto  del  plano  se  puede  frazar  una  de  ellas.  Esto  nos  sirve 
para  ver  si  un  punto  estó  o  no  en  un  plano:  la  condición 
necesaria  y  suíiciente  para  que  un  punfo  pertenezca  a  un  plono 
es  que  esté  en  una  recta  horizontaí  de  dícho  plano. 


Veamos  dos  ejemplos: 
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En  esíe  caso,  el  punto  A  pertenece  al  plano  a,  ya  que  hay  uni 
recta  horizontal  del  plano  que  contiene  a  las  proyecciones  A,  | 

^2- 

En  el  siguiente  caso,  al  tratar  de  dibujar  una  horizontal  def 
plano  por  B2,  su  proyección  horizonfal  no  pasa  por  B,, 
que  el  punto  B  no.pertenece  al  plano  a. 
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Por  tanto,  si  un  punto  tiene  sus  proyecciones  A,  y  A2  sobre  las 
frazas  a,-  a^  de  un  plano,  nunca  estará  en  el  plano,  sólo  si  et 
punto  estó  en  la  LT.  Por  ejemplo,  el  punto  C  no  está  en  eí 
plano. 

a2 
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un  plano 


Es  aquelio  recta  del  plano  que  es  perpendicular  g  la  traza  ho- 
rizonta!  oq.  Su  proyección  horizontal  n  es  perpendicular  a  a{ 
pero  la  vertical  no,  aunque  debe  estarsituada  de  tal  forma  que 
las  trazas  de  fa  recta  estén  en  oq  y  a2  para  que  la  reda  esté  en 
el  plano. 


a2 


Es  aquella  reda  del  plano  que  es  perpendicular  a  la  traza  ver- 
ticai  del  plano  a2.  Su  proyección  vertical  r2  es  perpendicular  a 
02,  y  la  horizontal  debe  ser  tal  que  fa  recta  esté  en  el  plano. 


EJEROCÍO  RESUEÍTO  3 

Dado  el  plano  a,  situar  un  punto  A  que  esté  contenido  en  él  y 
trazar  una  recta  r  de  móxima  pendiente  que  pase  por  A. 

Cogemos  un  punto  A2  cualquiera.  Trazamos  por  él  una  ho- 
rizontal  del  plano  y  bajamos  una  vertícal  desde  A2  hasta  que 
corte  a  esa  recta,  que  seró  A]. 

Para  hallar  la  recta  de  máxima  pendiente,  trazamos  por  A^  una 
recta  perpendícular  a  cq,  que  será  n.  Hallamos  sus  trazas 
sabiendo  que  deben  estar  en  cq  y  a2  con  lo  que  sale  r2. 


6.  INTERSECCIÓN  DE 
PLANOS 


La  intersección  de  dos  planos  es  una  reda  que  pertenece  a 
ambos  planos.  Las  trazas  de  dicha  recta  estarán  en  las  trazas 
de  ambos  planos,  por  lo  que  ías  proyecciones  de  esa  recta  se 
hallan  uniendo  la  intersección  de  las  trazas  de  los  dos  planos. 
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7.  INTERSECCION  DE  RECTA 
Y  PLANO 


Lq  intersección  de  un  plono  a  y  una  recto  r  es  un  punto  que 
normalmente  no  se  puede  hallar  de  forma  inmediata.  Hay  que 
seguir  estos  tres  pasos: 

1  .Se  traza  un  plano  p  que  contenga  a  la  recta  r.  El  mós  sencillo 
es  uno  de  los  dos  proyectantes.  En  la  figura  inferior  se  ha 
hecho  con  los  dos  planos,  pero  sólo  es  necesario  uno  de  los 
dos. 

k 

2.Se  hatlo  la  intersección  de  P  con  el  plano  a  lo  que  nos  da 
una  recto  s, 

3.  Se  holla  el  punto  intersección  de  esta  recta  s  con  la  que  nos 
dan  r.  Ese  punto  Aserá  la  solución. 
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Cortes  de  cuerpos  en  diédrica 
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Dado  un  poliedro  y  un  plano  que  lo  corta,  la  intersección  v 
corte  se  hdlla  arista  a  arista,  aplicando  ío  que  acabamos  dl 
ver  sobre  intersección  de  recta  y  plano.  Se  debe  tener 
cuento  que  dos  pbnos  paralelos  (por  ejemplo  dos  caras 
poliedro)  cortados  por  un  plano  (pbno  de  corte)  dan  dp| 
rectas  paralebs.  Por  otra  porte,  es  evidente  que  todo 
estará  en  el  plano  de  corte. 
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EJERCICIO  RESUELTO  4 

Haílar  el  corte  que  el  plano  a  produce  a  la  pirómide  dada. 
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Cogemos  una  arista  VA,  que  tiene  como  proyección  horizontat  1 
rt  la  recta  y  de  proyección  verticol  r2  la  recta  V2A2.^ 
Hallamos  b  intersección  de  esta  recto  con  el  plano  a,  con  iQfjjf 
tres  pasos  que  hemos  visto  anteriormente,  y  obtenemos  elj 
punto  M.  De  la  misma  forma  hacemos  con  las  otras  dos| 
aristas,  con  lo  que  halbmos  el  triángulo  intersección  buscado|| 
tanto  en  su  proyección  horizontal  como  vertical. 
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8.  PLANOS  PROYECTANTES 


Se  ìlama  plano  proyectante  ol  plano  que  es  perpendicular  o 
uno  de  los  dos  planos  de  referencia.  Hay  planos  proyectantes 
sobre  el  PH  y  panos  proyectantes  sobre  el  PV.  Se  llaman  así 
porque  contienen  a  la  proyección  de  un  punto  o  una  recta  que 
esté  en  ese  plano.  Una  traza  siempre  es  perpendicualr  a  lo  LT. 
Tienen  mucnas  ventajas  que  facilitan  su  uso.  Por  ejemplo,  todo 
el  plano  se  proyecta  en  una  traza,  es  deir,  las  proyecciones  de 
todos  los  objetos  que  contiene  el  plano,  están  en  la  traza  sobre 
la  que  se  proyecta. 


EJERCICIO  RESUELTO  5 


Hallar  el  punto  de  intersección  de  la  recta  r  y  el  plano  defínido 
por  los  puntos  A,  B  y  C. 


El  plano  que  contiene  a  los  puntos  A,  B  y  C  es  proyectante 
sobre  el  PH.  Por  tanto  sus  trazas  son  cq  y  a^.  Como  todo  el 
plano  está  contenido  en  la  intersección  con  r  es  ínmediata: 
es  el  punto  de  corte  de  q  con  oq. 


EJERCICIO  RESUELTO  6 

Determinar  la  intersección  de  los  paralelogramos  ABCD  y 
EFGH  y  completar  la  representación  indicando  con  claridad  la 
visibilidadd  de  sus  aristas,  considerando  los  planos  opacos. 


El  plano  EFGH  es  proyectante  sobre  el  PV.  Por  tanto  el  corte  de 
ese  plaho  con  eí  segmento  CD  es  inmedioto  N.  Parc  ver  el 
corte  de  EF,  trazamos  una  recta  horizontal  del  plano  ABCD, 
que  pase  por  la  parte  inferior.  Eí  corte  es  inmediato  M. 


G2=H2 


9.  PARALELISMO  Y 
PERPENDICULARIDAD 


RoCtOS  paralelos:  dos  rectas  son  paralelas  cuando  sus 
proyecciones  son  paralelos.  Su  infersección  está  en  el  infiníto. 
No  es  necesario  que  la  distancia  entre  ias  proyecciones  p  y  s^ 
sea  la  misma  que  lo  distancia  entre  r2  y  s2. 
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EJERCICIO  RESUELTO  7 

Trazar  por  un  punto  A  un  plano  p  paralelo  a  otro  dado  a. 
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Planos  paralelos:  su  intersección  está  en  el  infinito,  por 
lo  que  sus  trozas  son  parolelas,  Tampoco  es  necesario  que  la 
distancia.entre  los  trazas  horizontales  a,  y  p,  sea  la  misma  que 
la  distancia  entre  las  trazas  verticales  a^  y  p2- 
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Se  traza  por  A  una  recta  horizontal  paraleía  a  a,  es  decír/ 
paralela  a  una  horizontal  del  plano  a. 


i^îv&S 

3ÍÇ® 


Recta  paralela  O  un  plano  su  intersección  estó  en 
ei  infinito,  Bastará  con  que  la  recta  sea  paralela  a  una  recta  del 
plano. 
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Por  la  traza  de  esta  recta,  se  hacen  pasar  las  trazas  del  plano 
pedido  p,  que  son  paralelas  oi  a. 


Perpendicularidad 

En  diédrìca  no  es  fan  fócít  la  perpendicularídad  como  el 
paralelismo.  Dos  rectas  perpendicuíares  no  fienen  sus  pro- 
yecciones  perpendiculares,  ni  dos  planos  perpendiculares  se 
pueden  descubrir  direcfamenfe  por  sus  trazas.  Sólo  en  el  caso 
de  una  recta  perpendicular  a  un  plano,  las  proyecciones  de  la 
recta  son  perpendiculares  a  las  trazas  del  plano. 


EJERCICIO  RESUELTO  8 

Dada  una  recta  r  y  un  punto  A  exterior  a  elìa,  írazar  por  A  un 
plano  a  perpendicular  a  r. 


Trazamos  un  plano  fi  cualquiera  que  sea  perpendicular  q  r. 


El  plano  pedido  aserá  paraíelo  a  él  y  pasaró  por  A.  Las  rectas 
horizonfales  del  plano  a  tienen  la  proyección  paralela  a  (3^. 
Portanto  trazamos  una  horizontal  del  plano  a  que  pase  por  A, 
Y  por  su  traza  vertical,  dibujamos  una  recta  perpendicular  a  r2 
que  será  a^.  La  traza  ai  será  paralela  a  pit 


10.  DISTANCIA  ENTRE  DOS 
PUNTOS 


Si  tenemos  dos  puntos  A  y  B  en  el  espacio  y  trazamos  una  recta 
horizonfal  por  el  punto  mós  bajo,  contenido  en  un  plano 
proyectante,  se  nos  forma  un  trióngulo  rectángulo. 


•  •• . 

. 

• 

• 

i*. 

. 

::• 
•:•:.  • 

ilr*- 

•  %• 

r 

.  :• .  ’ 

.  • 


107 


La  hipotenusa  es  la  distancia  buscada  d,-  un  cateto  es  lo 
proyección  horizontal  ArB]  del  segmento  y  el  otro  cateto  la 
diferencia  de  cotas  á  de  ambos  puntos.  Ese  triángulo  podemos 
dibujarlo  en  el  plano  horizontal  de  proyección,  a  partir  del 
segmento  ArB]. 

A2  ' 


d 


Para  llevar  sobre  una  recto  r  una  dista'ncîo  dado  d  a  partir  de 
un  punto  A/se  debe  hallar  primero  la  distancia  entre  el  punto  A 
y  uno  cualquiera  C  de  la  recta.  Una  vez  hallado  el  segmenío 
en  verdadera  magnitud,  se  lleva  sobre  él  ia  disíancia  dado  a 
^artir  de  A.  Por  el  extremo  se  traza  una  perpendicular  a  r,  que 
a  corta  en  el  punto  pedido  B].  Por  último  se  sube  sobre  r2  y 
tenemos  B2. 


EJERCICIO  RESUELTO  9 

Determinar  ìos  ángulos  que  forma  el  segmento  b  con  los 
segmentos  o  y  c,. 


V2 


Una  forma  de  hacerlo  es  hollando  las  distancias  de  los 
segmentos  a,  b  y  c  (la  recta  c  es  frontal,  por  lo  que  c2  estó  en 
verdadera  magnitudj,  y  construir  en  el  PH  las  caras  bc  y  ba  en 
verdodero  magnifud. 
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11.  DESARROLLO  DE  UNA 
PIRÁMIDE 


Eí  desarrollo  de  un  cuerpo  se  obtiene  ai  extender  su  superficie 
lateral  sobre  un  plano. 

En  el  caso  de  la  pirómide,  el  desarrollo  estó  constituido  por  los 
trióngulos  que  forman  las  caras,  unidos  en  orden  por  ia  arista 
común  y  con  el  vértice  coíncídenfe.  Tombién  íncluye  la  base. 
Hace  falta  hallar  la  verdadera  magnitud  de  la  longitud  de  las 
arisfas  y  construir  los  triángulos  con  esos  datos. 

Si  se  considera  una  línea  cualquiera  sobre  la  superficie  de  la 
pirámide,  la  posición  que  ocupa  en  el  desarrollo  se  llama 
transformada  de  la  línea  consíderada.  Un  ejemplo  sería  el 
corte  que  un  plano  produce  a  la  pirómide. 


EJERCICIOS  PROPUESTOS 


ì.  Dado  un  punto  A  (0,  3/  2)  cm,  trazar  en  dìédrica: 

a)  Dicho  punto;  . 

b)  Un  plano  oblicuo  que  contenga  a  dicho  punto; 

c)  Una  línea  de  móxima  pendiente  y  otro  de  máxima 
inclinación  de  este  plano,  que  pasen  las  dos  porel  punto  A. 

2.  Hallar  la  proyección  verticaí  del  trióngulo  ABC,  contenido 
en  el  plano  a. 


ai 


3.  Trazar  por  el  punto  A  un  plano  paraíelo  al  plano  (3, 


4.  Dibujar  las  trazas  del  plano  determinado  por  las  dos 
rectas  r  y  s. 


Sl 


5.  Hallar  la  intersección  de  los  planos  que  pasan 

DEF:  A(2,2,2);  B(-2,8,1);  C(-U#4);  D(3,l,2); 
F(7#l#4)cm. 


Dor  ABC  y 
E(ó,3'5,l);í 


6.  Haílar  las  proyecciones  de  la  recta  intersección  de  los 
planos  a  y  (3,  cuyas  trazas  se  cortan  fuera  de  los  límites  del 
dibujo. 


7.  Determinar  la  recta  intersección  de  los  planos. 


8.  Hallar  la  recta  intersección  de  los  planos  a  y  Jì . 
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9.  Haliar  la  recta  intersección  de  los  planos  a  y  p  . 


10.  Hallar  el  punto  común  A  de  intersección  de  los  tres  planos 
dados. 


11.  Hallar  el  punto  de  intersección  P  de  los  planos  a,  P  y  ïï. 
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Hallar  el  punto  de  intersección  de  la  recta  s  con  el  plano  í 


Dibujar  la  sección  de  la  pirámide  por  el  plano  indicado. 


'ibujar  lo  sección  del  prisma  por  el  plano  indicado 


Hallor  el  punto  de  intersección  de  la  recta  r  con  el  plono 

P- 


Dibujar  la  sección  de  la  pirómide  por  el  plano  indicado, 


20.  Hallar  la  seccîón  producido  por  el  plano  p  en  el  cuerpo 
mostrodo  en  la  figura  siguiente. 
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21.  Trazar  las  proyecdones  de  la  sección  producida  en  la 
pirómide  por  el  plano  que  pasa  por  Ios  puntos  A,  B  y  C. 


22.  Determinar  las  frazas  del  plano  poralelo  o  los  rectas 
dadas  y  que  pasa  por  el  punto  dado. 


{ 


23.  Dados  tres  puntos  A,  B,  C  por  sus  proyecciones,  se  pide: 

a)  Trazar  el  plano  determinado  por  elíos.  - 

b)  Trazar  el  plano  perpendicular  al  hallado  y  que  pose 
por  Ay  B. 

c)  Determînar  la  intersección  de  dichos  planos. 


B2 


o  ^2 


A*0 


Hallar  las  trazas  de  un  plano  perpendícular  a  la  recta  s  y 
que  pase  por  el  punto  A. 


□I  segmenfo  AB  y  que 


^^Trazar  por  el  punto  A  la  recta  perpendicular  al  plano 
dado,  determinando  su  punto  de  interseccrón. 


112 


ÍGS 

perpendicular  al  pl 
de  intersección. 


proyecciones  y  trazas 
ano  definido  por  Iqs  rectas 


de  la  reetd  t 
r  y  s,  en  su  punto 


28.  La  recta  r  es  de  máxima  pendiente  de  un  plano  ot.  Se  pide 
hallar  el  pie  de  la  perpendicular  trazada  desde  el  punto  A 
sobre  dicho  plano. 


Trazar  por  el  punto  A  una  recta  paralela  a  la  de  máxima 
pendiente  del  plano  a. 


'S-. 


Obtener  en  diédrica  la  distancia  del  punto  A  al  plano 
dado  y  calcular  su  verdadera  mognitud. 


A2  ?  OC2 


Hallar  la  distancia  entre  los  planos  paralelos  dados. 


p2  02 


I^Hallar  la  distancia  que  separa  a  bs  dos  pla 
ayp. 
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>3®'.  Haliar  la  longitud  del  segmento  de  recta  comprendido  en 
tre  los  dos  plonos  dados. 


a2 


35.  Determinar  la  distqncia  entre  las  rectas  paralelos  dadas. 
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sJfi^EI  segmento  AB  se  proyecta  horizontatmente  en  A,-B|. 
Hallar  sus  posibles  proyecciones  verticales  sobiendo  que  su 
verdadera  magnitud  es  de  45  mm. 
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jar  la  proyección  vertical  del  segmento  AB,  sabiendo 
que  su  verdadera  magniíud  es  de  4  cm.  y  que  el  extremo  B  está 
mas  alto  que  el  punto  A. 


At=A2 


a. 
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Bi 


Determinar  las  proyecciones  de  los  posibles  puntos  P  de  la 
recta  r  que  disten  25  mm.  del  punto  de  intersección  de  r  con  el 
plano  a. 
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.  Hallar  el  punto  del  plano  a  mós  cercano  al  punto  A. 
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Hallar .  la  distancia  entre  el  punto  A  y  el  plano 
perpendicular  al  plano  horizontal  de  proyección  que  contenga 
a  lo  recta  r  dada. 
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*  Ai 

Eî  asta  de  una  bandera  estó  fijado  mediante  tres  cables  de 
los  que  se  han  representado  el  AB  y  el  CD.  Determinar 
gróficamente  la  verdadera  magnitud  de  la  longitud  del  cable 
CD  y  el  ángulo  que  forma  AB  con  el  plano  horizontal. 


45.  Determinar  la  traza  verticaì  del  plano  a  para  que  la 
sección  producìda  en  el  prisma  recto  de  bose  el  triángulo 
isósceles  ABC  sea,  en  verdadera  magnítud,  un  trióngulo 
equilátero. 


AB 


verdadera  longitud  es  de  40  mm.  Trazar  todas  las  soluciones 
posibles. 


Una  línea  eléctrica  estó  representado  por  lo  recta  0 
Determinar  la  verdadera  magnitud  de  la  distancia  a  dicha 
línea  desde  el  punto  A. 


f2 


Aa 

Çi 


Hallar  las  proyecciones  de  una  recta  horizontol  que 
perpendicular  o  lo  recta  r  en  el  punto  A. 


sea 


47.  Hallar  la  intersección  del  cuadrilátero  ABCD  con  el 
triángulo  EFG. 


Dibujar  el  camino  mós  corto  desde  el  vértice  A  al  B, 
pasondo  por  todas  las  caras  laterales  del  prisma. 


116 


*>*-•<  ❖'v  > 


^-<>-<  >X  <*VAJ'->.-  x  *.:,•  - ,' 

>Ý-Wv> -><.>■*•  <-v'-..s-V<  "<..♦*  *X' >'  <  \  ..A  .-» 

“VV'»!-}  ’*-'<< >-V »*'/•'>'*  V-' :  *■•:*»•* •  j '  ' 
i-*-»v£  >-<y<v  »v<-  €>  í  yy-^y*  <-<  ->  >♦•  <  <  <■ 

x*-S<-  «-f>y->  J  </"*>'■> v-.y  >•!■  <f /  •  v 

?->  -t- v-f ,->  Xy<  <  <  — »  .-X—  •»  ■'••  -V-  . : 

X  '<-,'«'/♦■>.:'/»  ï-  <  >v  <  í-  »  A-/V%x<  "-X  *-  >••  *  ' 
>XT1'A'Íx',J  ♦<'-i  -Ý-  -  •  ♦  «'*••  •  -  vt  .  v  ✓.%>  A,. 
;a^>W/-^,.V>/'<-  *-'»*  -  t  •  'V*AV  — —  %  >  '  J  -'V  :  S 
t«<y  r-«/.  >V  v/«—  <  '•  -  '-v- ' '-  •  \ —  > 

>  Ví-t  b'<^t  <  >  >"<♦  — v<-x  »<*'•  •••<  :•••  !.•—  •  •  .•• 

!>'>'.v4«»v'irtV'<'>.*v>/ . ><'••.  •• 

'*'<.♦?-»<'  '<í  >•<  Xv->'í-X-'  <  v  •••<  v'.'  's<  <  "  -/. 

< •" '-<-'■' >'-\': <' •» >->  «VÎ'^'V'.,- 

í  i  '?'X  í  ?♦-«'♦"  X  X'--Î$'  •  '  ><  '.'•■•  i  '  < .  '  \ 
,<  ♦--*  >}->'-:•<- >•</"-'>->  •  -  <v  <  a./-'  .  '  ■  «^'./x 
♦  — y >  /Av— V./V  >v/ ' 

x  x» A  ■ j  l trcr 


»-0/  • 

>/».<.  ■>.<->.<■>  • 
XÌXŶX^X  >♦•<  • 

fXî>V*v<>/ 

4»«\>X->  5-  ' 

/A^yAVV  w  • 


Ì  ÌÏilVÉiMtti«*i 


sllîsggs» 


init 


TEMA12 


1.  ABATIMIENTOS  DE 
PLANOS 


Abatir  un  plano  es  gïrarlo  alrededor  de  un  eje  (se  suele  tomar 
la  traza  horizontal)  hasta  hacerlo  coincidir  con  un  plano 
coordenada,  norma  mente  el  PH. 

En  diédrica,  îas  medidas  y  magnitudes  en  un  plano  cualquiera 
no  están  en  verdadera  maqnitud,  por  lo  que  no  se  pueden 
hallar  directamente  longitudes  de  segmentos,  áreas,  etc.  Sin 
embargo  al  abatirlo,  como  lo  hacemos  coincidir  con  el  PH,  sí 
está  eí  plano  -y  todo  lo  contenído  en  él-  en  verdadera 
magnitud. 

El  eje  de  giro  se  llama  chamela  y  se  represento  haciendo  en  un 
exfremo  dos  trazos  cortos,  uno  a  cada  lado  de  la  recta.  Los 
elementos  abatidos  se  ponen  entre  paréntesis. 

Para  ver  cómo  se  hace,  estudiemos  primero  un  caso  sencillo: 

Abatimiento  de  un  plano 
perpendicular  al  PV 

Giramos  el  plano  airededor  de  aÌ7  hasta  hacerlo  coíncidir  con 
el  PH.  La  traza  a2  se  sitúa  sobre  la  LT. 


Un  punto  cualquiera  A  describe  un  arco  cuyo  centro  está  en  la 
charnela,  y  que  está  en  un  plano  perpendicular  al  eje  de  giro. 
Por  esa  razón  el  punto  abatido  (A)  estaró  en  la  perpendicular 
trazada  desde  A^  a  la  charnela,  y  a  una  distancia  de  ella  OA  “ 

0’A2. 
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EJERCICIO  RESUELTO  ì 

En  un  plano  a  perpendicular  al  PV  y  que  forma  un  óngulo  de 
30°  con  el  PH,  hay  un  cuadrado  de  lado  3  cm,  cuya  diagonal 
es  perpendicular  a  a,  y  con  un  vértice  en  dicha  traza,  a  4  cm 
de  la  LT.  Hallar  las  proyecciones  de  dicho  cuadrado. 

Se  abate  el  plano  a,  se  construye  en  él  el  cuadrado  y 
posteriormente  se  desabate. 


ai 


Abafimiento  de  un  plano  cualquiera 

Supongamos  abatido  el  plano  a.  Se  observa  que: 

1°.  Al  abatir  un  punto  cualquiera  C,  describe  una 
circunferencia  cuyo  centro  está  en  la  charnela.  Esa 
circunferencia  está  en  un  plano  perpendicular  al  eje  de  giro. 
Por  esa  razón  el  punto  abatido  (C)  estaró  en  la  perpendicular 
trazada  desde  CT  a  la  charnela. 

*  A 

2°.  la  traza  (X^  estó  en  verdadera  magnitud  antes  y  después  de 
abatîr. 


Para  abatir  un  plano  cualquiera  a, 
traza  vertical  a2.  Para  ello  cogemos 
dicha  traza.  Su  abatido  (J)  estaró 


se  debe  abatir  primero  su 
un  punto  cualquîera  J  de 
en  Ig  perpendicular  a  a} 


desde  J}/  v,  como  en  a^está  a  una  distancia  de  0  iguql  a 
estaró  en  la  circunferencia  de  centro  0  y  radio  OJ2. 
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Para  abatir  ahora  un  punto  cualquiera  B  del  plano  a  se  tiene  :f 
en  cuenta: 

1 .  (B)  abatido  estará  en  la  perpendicular  desde  B}  a  a} 

2.  Se  traza  una  horizontal  de  plano  (pardela  a  a})  por  B.;1H 

abatir  esta  recta,  sigue  siendo  paralela  a  la  charnela,  por  [f§|| 
que  para  abatirla  se  lleya  su  trgza  sobre  (a2)  y  se  dibuja  unc® 
parafela  a  la  charnela.  (B)  será  la  interseccìón  de  estas  dosff| 
rectas.  > 


( 
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Para,abatir  una  recta  del  plano  a  basta  abatír  dos  puntos  de 
ella:  uno  puede  ser  su  traza  horizontal,  que  está  en  la  charnela 
y  por  tanto  coincide  con  su  abatido,  y  el  otro  puede  ser  la  traza 
vertical,  que  estó  en  a2. 


EJEROCIO  RESUELTO  2 

Hallar  la  verdadera  magnitud  del  trióngulo  que  forman  tres 
puntos  dados  A,  B  y  C. 

Se  halla  el  plano  definido  por  los  tres  puntos,  se  abote  y  en  él 
se  obtiene  el  triángulo  en  verdadero  magnitud. 
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EJEROOO  RESUELTO  3 

Construîr  las  proyecciones  de  la  pirámide  VABC  de  la  que  se 
conoce  el  desarrollo  V^AoBqCq  y  cuya  cara  lateral  VAB  está 
situada  en  el  plano  horizontal. 


V2  A2=B2 


Por  la  posición  que  tiene  la  pirámide,  la  arista  AC  seró  frontal. 
Portanto  su  proyección  vertical  estará  en  verdadera  magnitud  y 
su  proyección  norizontal  estará  en  una  recta  horizontal  que 
^asaporV^. 

■’or  otra  parte,  como  la  cara  VBC  está  abatida,  la  proyección 
Cj  estará  en  la  perpendicular  a  V^. 


2.  ÁNGULOS 


Angulos  de  una  recta  con  los  planos  de 
referencia 

4 

Para  hallar  los  óngulos  que  una  recta  forma  con  los  planos  de 
referencia  PH  y  PV  se  obaten  los  triángulos  que  forma  r  con  y 
con  r2  en  los  dos  planos  proyectantes. 
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Como  se  observa  en  el  dibujo,  los  centros  M  y  N  de  fos  arcos 
síempre  estón  en  lo  LT,  el  radío  está  delimifado  por  las  trazas 
correspondienteS/  v  al  llevar  una  traza  g  la  LT,  se  une  con  la 
otra  para  formar  eí  óngulo  a  ó  p. 


Si  la  recta  pasa  por  otros  cuadrantes,  los  ángulos  con  los 
planos  coordenados  se  halfan  de  la  misma  formO/  aunque  los 
frióngulos  que  se  abaten  estarón  en  otros  cuadrantes. 
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se  podrían  obofir  alrededor  de 


En  ambos  cosos,  también 

de  r2  el  segmenfo  que  une  las  frazas/  de  forma  similar 
consfrucción  que  se  hace  para  hallar 
punfos  trazas.  En  esos  trióngulos  abatidos 
buscados: 
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EJERCICIO  RESUELTO  4 


Hollar  las  proyecciones  y  trazas  de  todas  Ígs  rectas  confenidas 


enel  plano  a  que  pasen  por  el  punto  P  y  que  formen  45°  con 
plano  vertical  de  proyección.  f. 
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Las  rectas  solución,  al  abatirlas  sobre  el  PH,  formarán  45°  con 
|a  LT.  Por  tanto  desde  se  trazan  dos  rectas  que  formen  45° 
con  la  LT.  Al  desabatir  estas  rectas  recorren  un  cono  de  cenfro 
P2.  Donde  corte  con  a2  serón  las  trazas  de  la  rectos  solución. 
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Ángulos  de  un  plano  con  los  planos  de 
referencia 


El  ángulo  a  que  un  plano  ïïforma  con 
que  forma  cualquiera  de  sus 


s  el  mismo  que  el 
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El  óngulo  p  que  un  plano  ïï  forma  con  el  PV  es  el  mismo  que  el 
que  forma  cualquiera  de  sus  rectas  de  máximo  inclinación. 
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EJEROOO  RESUELTO  5 

Determinar  el  ángulo  que  forman  los  planos  ABC  y  ACDE. 


B2=A2 
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El  plano  ABC  es  horizontal.  Si  cortamos  el  plano  ACDE  por  un 
plano  perpendicular  a  AC,  y  abatimos,  podemos  dìbujar  el 
ángulo  pedido: 
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se  cortan 


Para  hallar  el  ángulo  que  forman  dos  rectas  que  se  cortan  en 
el  espacio,  se  abate  el  plano  que  forman,  y  en  él  estará  el 
ángulo  pedido^erTverdadera  magnitud. 

/ 

Angulo  de  dos  rectas  que  se  cruzan 


Si  por  un  punto  cualquiera  de  una  de  las  rectas  se  traza  una 
xjralela  a  la  otray  el  óngulo  formado  es  ígual  al  pedido,  y 
lemos  transformado  el  problema  al  caso  anterior. 


r 

Angulo  que  forma  una  recta  r  y  un 
plano  n 

Para  determinar  el  ángulo  a  que  forma  una  recta  r  y  un  plano 
%  se  hace  lo  siguiente: 


.1°.  Se  obtiene  el  punto  A  de  intersección  de  r  con  %. 

2°.  Se  coge  un  punto  8  de  r,  se  traza  una  perpendicular  al 
plano  71  y  se  obtiene  el  punto  interseccíón  C. 

3°.  Se  hallan  las  distancias  CB  y  CA  (en  el  dibujo  se  ha  omitîdo 
por  clarídad),  y  se  construye  el  trióngulo  rectángulo  ABC,  en  el 
que  está  el  óngulo  a  pedido. 
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Angulo  de  dos  planos  que  se  cortan 
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Se  traza  un  plano  ïïperpendicular  a  la  recta  intersección  de  a| 
p.  Se  obtiene  el  corie  entre  este  plano  y  los  dos  dados/|| 
óngulo  que  forman  esas  dos  rectas  es  la  solución.  Para  hallaf 
el  valor  de  ese  óngulo  tendremos  que  abatir  el  plano  .  ••'§§ 
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3.  VISTA  LATERAL 
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A  veces  puede  ser  interesante  trabajar  con  una  terceni: 
proyección.  Para  obtenerla  se  utiliza  un  plano  verticoí 
perpendicular  a  los  otros  dos  de  referencia,  sobre  el  que  se: 
proyecta  el  objeto.  Por  ejemplo  es  muy  útil  para  trabajar  conf 
rectas  de  perfil  -hallar  puntos  sobre  ella,  hollar  sus  trazas,  etc-/| 


paralelos  a  ìa  LT. 
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4.  PLANOS  BISECTORES 
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Por  último,  es  imprescindibie  esta  vista  si  usamos  planos  que 
contienen  a  la  LT. 
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EJERCICO  RESUELTO  6 

Hallar  la  intersección  de  la  recta  que  pasa  por  los  puntos  A  y  B 
con  el  plano  que  contiene  o  ìa  LT  y  forma  53°  con  el  PH. 
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Abatimiento  en  vista  iateral 

Los  planos  paralelos  a  la  LT  se  pueden  abatir  ayudóndose  de 
la  vista  lateral,  como  se  ve  en  este  ejemplo: 
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Se  llaman  planos  bisectores  a  los  planos  que  pasan  por  la  LT  y 
forman  45°  con  los  plonos  coordenados.  Hay  dos:  el  ler  y  el 
2°  bisedor. 

ler  bisector 


Sus  puntos  tienen  igual  cota  que  alejomiento.  Sus  recta  s  están 
compuestas  por  puntos  que  cumplen  lo  anterior,  por  lo  que  íos 
óngulos  de  ny  r2  con  la  LT  deben  ser  iguales.  Por  ejemplo: 


El  punto  de  intersección  de  una  recta  r  con  el  ler  bisector  debe 
cumplir  lo  anterior,  es  decir,  debe  tener  la  cota  y  el  alejamiento 
iguoles.  Para  hallarlo  se  trazo  una  recta  simétrica  a  una  de  las 
proyecciones  de  la  recta  respecto  de  lo  LT,  y  el  punto  de  corte 
con  la  ofra  proyección  cumple  la  condición. 


Las  rectas  perpendiçulores  al  ler  bisector  son  rectas  de  perfil 
que  forman  45°  coh  el  PH. 
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Los  planos  perpendiculores  al  ler  bisedor  deben  contener  a 
recfas  del  tipo  anterior,  lo  que  se  traduce  en  que  ct]  y  a2 
formen  iguales  óngulos  con  la  LT. 


2°  bisector 

Sus  puntos  también  tienen  ìgual  cota  que  alejamiento,  pero 
con  distinto  signo,  por  lo  que  las  dos  proyecciones  de  sus 
puntos  estarón  una  sobre  la  otra. 


El  punto  de  intersección  de  uno  reda  con  el  2°  bisector  debe 
cumplir  lo  anterior.  Coincide  con  el  punto  de  infersección  de  r, 
con  r2. 
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Las  rectas  del  2°  bisector  tienen  las  proyecciones 
prolongacíón, 

sus  dos  trozas  en  prolongación. 


5.  PLANO  PERPENDICULAR  A 
OTRO 


Sea  r  una  reda  perpendicular  al  plano  xc.  Todo  plano  a  ó  P 
que  contiene  a  esa  recfa  es  perpendicular  al  plano  K. 
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Por  tanfo,  si  queremos  trazar  un  pla.no  perpendicular  a  otroj 
trazaremos  primero  una  reda  r  perpendicular  al  plano  dado . 
a,  y  luego  un  plano  cualquiera  que  pase  por  ella. 

EJERCICIO  RESUELTO  7 

*  •  *,< 

Trazar  por  un  punto  A  un  plono  p  perpendicular  a  otro  dado  OiM 
Se  traza  desde  el  punto  A  una  recta  r  perpendicular  aa,  y 
cualquier  plano  fS  que  contenga  a  esa  recta,  es  decir,  que  pase 
por  las  trazos  de  r,  seró  solución.  | 
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EJERCICIO  RESUELTO  8 
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^fcS^razor  por  una  recta  r  un  plono  P  perpendiculor  a  otro  dado 

ÌÈÊa' 

ÏÏÈ&0%.  ■ 


WWÏV.^';. 


•.•.VÂVf-ÍS^3^s>S 


TOivV 


'•V'-.’iS 


w'-;v 


Se  coge  un  punto  A  de  r.  Desde  él  se  fraza  una  recta  s 
perpendicular  a  a.  El  plano  P  definido  por  r  y  s  es  la  solución. 
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6.  RECTA  PERPENDICULAR  A 
OTRA,  DESDE  UN  PUNTO 
DADO 


Ya  hemos  visto  que  dos  rectas  perpendiculares  no  tienen  sus 
proyecciones  perpendìculares.  Por  tanto  debemos  trazar  por  el 
punto  A  un  plano  n  perpendicular  a  la  recta  dada  r:  todas  las 
rectas  de  ese  plano  son  perpendiculares  a  r.  Si  hallamos  el 
punto  B  intersección  de  r  con  ïï,  la  recta  AB  es  la  pedida. 


También  podíamos  haber  abatido  el  plano  definido  por  el 
punto  A  y  la  recta  r  dados.  Como  el  píano  abatido  está  en 
verdadero  magnitud,  en  él  sí  se  puede  trazar  la  recta  s 
perpendicular  a  r  desde  A.  Por  úlíimo  habría  que  desabatir  el 
plano  para  obtener  las  proyecciones  $]  y  s2  de  la  recta 
solución. 


7.  MÍNIMA  DISTANCIA 
ENTRE  DOS  RECTAS 


La  mínima  distancia  entre  dos  redas  r  y  s  es  un  segmento 
perpendicular  a  ambas  rectas.  Para  hallarlo  se  frazan  dos 
planos  cuolquíera  perpendiculores  a  los  rectas,  que  se  cortan 
en  una  recta  í,  que  es  perpendicular  a  r  y  s,  y  por  lo  tanto  es 
paralela  a  la  solución,  Por  un  punto  cualquiera  de  r  se  traza 
una  recta  paralela  a  t,  y  queda  definido  un  plano.  La 
intersección  de  esie  plono  con  s  es  A,  un  punto  de  la  solución. 
Por  ese  punto  se  traza  paralela  a  t,  y  donde  corte  a  r  es  el  otro 
extremo  B  del  segmenfo  solución. 
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Este  proceso  se  simplifica  en  algunos  casos  parliculareS/  como 
por  ejmeplo  en  el  ejercicio  siguiente. 

EJERCICIO  RESUELTO  9 

Obtener  las  proyecciones  del  segmento  que  determina  to 
minima  distancia  entre  las  rectas  r  y  s. 


íntersección  de  estos  dos  planos,  es  decir,  paralela  a  una  recta 
horizontal  del  plano  fT 

La  solución  debe  cortar  a  la  recta  a,  por  lo  que  ia  proyección 
horizontal  debe  salir  de  a^  Corta  a  la  recta  b  en  B.  Y  por 
último,  como  la  solución  es  una  recta  horízontal,  r2  será 
horizontal. 
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8.  CAMBIOS  DE  PLANOS 
COORDENADOS 


Es  una  construcción  auxiiiar  que  simplifìca  algunos 
Consiste  en  adoptar  un  nuevo 
o  vertical.  Portanto  hay  un  plano  coordenodo  nuevo, 
se  conserva,  y  una  nueva  LT,  la  cual  se  representa 
trazos  en  sus  extremos. 


La  proyección  de  un  punto  sobre  el  plano  coordenado  queipf 
consen/a  permanece  invarioble,  así  como  la  cota  o||È 
alejamiento.  La  proyeccîón  sobre  el  nuevo  plano  coordenadé? 
estará  en  una  perpendicular  trazada  desde  lc  proyección  q|p 
se  conserva  a  la  nuevo  línea  de  tierra.  Se  verá  mós  claro  eali^ 
siguientes  ejemplos. 


unQ  qmi 
con  dopil 
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Cambio  de  plano  vertical 


Se  traza  la  nueva  LT  (en  principio,  lo  que  nos  ínterese). 

A|,  que  permanece  invariable,  se  trazo  una  perpendicular 
esta  nueva  LT,  y  a  partir  de  ella  se  lleva  la  cota. 
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En  el  caso  de  la  recta,  basta  cambiar  dos  puntos.  La  pro 
yección  n  permanece  invariable. 
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EJERCICIO  RESUELTO  10 

Colocar  de  frente  una  recta 
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Cogemos  una  nueva  LT  paralela  a  r?  y  hacemos  un  cambío  de 
plano  verfîcal.  Cambiamos  dos  puntos  A  y  B. 

En  esta  posicion  de  Iq  recfa  podemos  hallar  su  pendiente  o 
tomar  verdaderas  magnitudes  sobre  r2. 
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Cambio  de  plano  horizontal 

También  se  puede  cambiar  al  plano  horizontal  de  proyección 
Tendremos  una  nueva  LT,  y  serón  las  proyecciones  verticales 


que  no  cambiarón.  Por  tanto,  para  hollar 
proyecciones,  trazamos  desde  a2,  que  permanece 
una  perpendicuíar  a  la  nueva  LT,  y  a  partir  de  ella 
alejamiento  del  punto. 


las  nuevas 
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EJERCICIO  RESUELTO  1 1 

Colocar  horizontal  uno  recto  r. 


Cogemos  una  nueva  LT  paralela  a  r2,  y  hacemos  el  cambio  de 
plano  horizonfal. 


En  esta  posición  de  la  recia  podemos  haílar  el  ángulo  que 
torma  con  el  PV  0  llevar  verdaderas  magnifudes  sobre  r1,,  ' 


Hasfa  ahora  hemos  visto  el  cambio  de  plano  aplicado  o  punfos 
y  rectcs.  Pero  2cómo  quedorá  un  plono  cualquiera  ot?  Si 
cambia  el  PV,  a,  nos  sirve  hasta  su  corte  con  la  nueva  LT.  Pero 
lo  nueva  traza  a2  no  es  a2  cambiada,  sino  que  es  otra  recta  del 
plano.  5ólo  tienen  en  común  el  punto  J.  Por  tanto  se  halla  este 


punto  común,  se  le  trcmsforma  con  el  cambio  de  plano  y  a'2 
sale  al  unir  JJ2con  la  intersección  de  a}  con  la  nueva  LT. 


Una  construcción  similor  se  hace  en  e!  caso  de  que  cambie  el 

PH. 


EJERCICIO  RESUELTO  12 

Hallar  la  intersección  de  la  recta  r  con  un  plano  a. 

Hacemos  un  cambio  de  plano  vertical  tal  que  a  sea  ^ 
es  decir,  que  a}  quede  perpendicular  a  la  nueva  LT.  En  esfSlï 
caso  el  punto  intersección  C  (CrC2)  es  ínmediato,  y  cortl^* 
obtenemos  C?. 
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EJERCICIO  RESUELTO  13 

Hallar  el  corte  de  una  pírámide  por  un  plano  a. 


Hacemos  un  cambio  de  plano  horizontal  (del  cuerpo  y  aem^ 
plano  a),  cogiendo  la  nueva  LT  perpendicular  a  a}.  Entonces  |||j| 
corte  es  inmediato,  ya  que  el  plano  es  de  canto.  Una  vèlii 

horizontal  del 


•  ■ '  ::WM 


hallada  la  proyección 
cambio  de  plano  coordenado 
vertical. 
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y  se 


corte,  se 

obtiene  la  proyeccióíilp 
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9.  GIROS 
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Giro  de  un  punto  A  alrededor  de  un  eje  e  es  el  movimiento  del 
punto  A  describîendo  un  orco  de  circunferencia  de  centro  el 
punto  0,  intersección  del  eie  e  con  el  plano  perpendicular  a  él 
que  pasa  por  A,  y  radio  la  distoncia  OA. 

Los  ejes  más  sencillos  son  ios  perpendículares  al  PV  o  ol  PH. 
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Girodelpunto 

Si  eì  eje  es  verticol,  A,  gira  un  óngulo  a,  y  A2  conserva  la  cota. 


Si  el  eje  de  giro  es  horizontal,  A2  gira  un  ángulo  a  y  A, 
conserva  el  alejamiento. 


e 


Giro  de  la  recta 

•  ,  /  • 

Hay  tres  posibilidades: 

1°  Que  la  recta  corte  al  eje:  el  punto  de  inte rsección  gira  sobre 
sí  mismo.  Bosta  girar  otro  punto,  por  ejemplo  la  traza 
horizontal. 


2°  Que  la  recta  sea  paralela  al  eje:  después  del  giro  sigue 
siendo  paraleía.  Basta  girar  un  púnto,  por  ejemplo  la  traza 
horizontal. 


301  Que  la  recta  se  cruce  con  el  eje:  se  giran  dos  puntos.  Un 
punto  sencíllo  es  A,  el  mós  cercano  al  eje  de  giro,  que  describe 
una  circunferencia  tangente  a  r]t  La  r\  será  también  tangente  a 
esa  circunferencia.  Para  girar  otro  punto  B,  se  trazo  el  arco 
ei B|  hasta  que  corte  a  la  nueva  r'i.Para  hallar  r'2/  se  tìene  en 
cuenta  que  À'2  y  Bl2  mantienen  la  cota. 
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EJERCICIO  RESUELTO  14 

Mediante  un  giro,  poner  la  recta  r  frontal. 

Cogemos  un  eje  vertical  cualquiera.  Desde  ej  trazamos  una 
oerpendicular  a  n  que  nos  determina  el  punto  B  más  cercano  a 
a  recta.  Giramos  r^  hasta  ponerla  paralela  a  la  LT,  para  que  la 
recta  sea  frontal.  La  proyección  B'2  estaró  en  la  vertical  de  B1]  y 
con  la  misma  cota  que  antes  deS  giro. 

Cogemos  otro  punto  A  de  lo  recta.  La  proyección  estaró  en 
la  intersección  de  r'j  y  el  arco  de  centro  ej  y  radio  epAj.  La 
proyección  A'2  estará  en  la  vertical  de  A'j  y  conservando  la 
cota. 


En  Iq  recta  girada,  como  es  frontal,  podemos  medir  verdaderas 
distancias  en  r'2. 


Para  gircr  alrededor  de  un  eje  de  punta  un  plano  cualquiera-|® 
se  gíra  una  traza  a2,  se  halla  la  interseccìón  del  eje  y  e 
que  es  un  punto  que  no  se  mueve  en  el  giro,  y  se 
Irontal  del  plano  que  pase  por  ese  punto. 
recta  posaraaV 
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EJÏRCICIO  RESUELTO  1 5 

Pqíner.el  plano  a  perpendicularal  PH, 

;  ,/.i 

íe  gira  a2  hasta  ponerlo  vertical.  Se  halla  la  intersección  d||^8 
eje  con  a,  y  por  la  provección  horizontal  de  este  punto,  que 
se  mueve,  pasará  a'j  al  ser  un  plano  vertical. 
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EJERCICIOS  PROPUESTOS 


ì.  Dado  la  proyección  vertical  de  un  polígono  situado  en  e! 
plano  a,  se  pide  hallar  la  proyección  horizontgl  y  la'verdadera 
magnitud. 


02 


2.,  Hallar  el  órea  del  triángulo  A(24J  8J  6);  6(12,6,32); 
0(36,12,42)  mm. 


3.  Se  dan  abatidos  ef  hexágono  de  fa  figura  y  la  traza  vertical 
del  plano  que  lo  contiene.  Determinar  sus  proyecciones. 


4-  Hallar  la  proyección  horizontal  y  vertical  de  un  polígono 
sìtuado  en  el  plano  oblicuo  dado  a,  a  partir  de  su  verdadera 
magnitud  y  forma. 


5v  Determinar  las  proyecciones  de  un  trióngulo  equilátero 
ABC  contenido  en  el  plano  a,  del  que  se  conqcen  a2,  las 
proyecciones  de  los  vértices  indìcados  y  que  el  vértice  C  es  el 
de  mayor  cota  posíble. 


A2 
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6.  Determinar  las  proyecciones  diédricas  de  la  circunferencia 
de  centro  0  y  diámetro  60  mm  sítuada  en  eí  plano  a, 
proyectante  vertícal. 


02 


7.  Determinor  las  proyecciones  diédricos  de  un  hexógono 
regular  de  lado  AB  situado  en  el  plano  definido  por  los  puntos 

A,  B  y  P. 


8.  Obtener  las  proyecciones  del  incentro  del  trióngulo  ABC 


B2 


9. .  Determinar  el  óngulo  formado  por  las  dos  rectas  dodas. 


ri 


132 


■0 
1  •  .*  •**  •- 


y-y'r- 

• : 


10.  Dada  la  recta  frontal  V  y  el  punto  A; 


proyeccìones  del  trióngulo  equilátero  que  tenga  un  vértrce 
y  el  lado  opuesto  en  r. 


;WÊ0m 


^;Vr'.*à«!S8buos 


JHÌ 


ri 


íSplgP 

iÉs 


11.  Dibujar  las  proyecciones 
equilótero  ABC  contenido  en 


^ìp« 


diédricas 
el  plano 
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trióngulcllSÉ 


de  un  . 

a.  Se  conoce  /|#i» 

çlì«l 


sabe  además  que  el  tricngulo  queda  totalmente  contenido  elU 
el  primer  cuadrante. 
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12.  Determinar  el  menor  de  los  óngulos  que  forman  las  rectas  |jjp 
coplanarÍGS  ry  s.  ÍÊSS 


ìm* 


YÌjlta 

:ilP 

íïipi 
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13.  Hallar  !a  distancia  existente  entre  las  rectas  paralefas  r  y  s. 


14.  Hallar  ias  proyecciones  de  los  lados  AD  y  CD  del 
cuadrilótero  ABCD  sabiendo  que  éstos  miden  20  y  30  mm 
respectivamente. 


C2 


15.  Determinar  la  mínima  distancia  existente  entre  ei  punto  A  y 
ia  recta  r. 

A2  ç 


i 


lô\Trazar  un  plano  que  equidiste  del  punto  P  y  de  lo  recta  r, 
quedando  cada  uno  de  elíos  a  distinto  lado  del  plano.  La 
distancia  deí  plano  al  punto  P  y  a  la  recta  r  debe  ser  móxima. 


: 

: 

; 


Ï2 


1 7.  Dada  una  pirámide  de  base  triangular  y  un  plano  a,  trazar 
las  proyecciones  de  Ig  sección  produciaa  y  la  verdadera 
magnitud  de  dicha  sección. 


18.  Hallar 
producida  en 


la  verdadera  magnitud  de  la  sección 
lo  pirómide  porel  plano  a. 


III 

lïlf 

lN§§sfe^& 
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V’  ï$ïiijx5c*ctv  r  >.-.  <  .v  • :-: 
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19.  Dada  la  pîrómide  ABCDV  y  un  plano  proyectante  a  que  la 
corta,  hallar  la  sección  producida  y  su  verdadera  magnitud. 

V2 


22.  Dibujar.  la  .  sección,  verdadera 
transformada  de  la 


sección. 


' .  •  • ;  yí;V.\; . 

magnitud,  desarrollofj 


^  23.  Seccionar  el  prisma  de  la  figura  por  el  plano  dadoj 
hollando  lc  verdcderc  magnitud  de  lc  sección  y  el  desarrollo.  'ìi 


20.  Determinar  la  verdadera  magnitud  de  la  sección  que 
produce  en  la  pirómide  el  plano  que  pasa  por  los  puntos  A,  B  y 

c. 

V2 


CX2 


•  •  •  * v% 


1 

\ 

1 

1 

1 

I 
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21 .  Hallar  la  verdadera  magnitud  de  la  sección  de  fa  pirómide 
pentagonal  dada,  al  ser  cortada  por  un  plano  de  canto. 


ai 


24,  Determinar  la  traza  vertical  del  plano  a  pora  que  lo 
sección  producida  en  eí  paralelepípedo  sea,  en  verdadera 
mognitud,  un  cuadrado. 
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25.  Hallar  la  recta  intersección  de  los  planos  ot  y  p. 

- -  02 


Ol 

P’ 


26.  Haílar  la  distancia  del  punto  A  cl  plano  a. 


Â2  o 

i 

l  02 
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i  ai 
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27.  Halíar  la  traza  horizontal  del  plano  p  sabiendo  que  es 
perpendicular  al  plano  a. 


02 

J 


Ol 


28.  Hallar  Igs  provecciones  del  punto  intersección  del 
segmento  A  y  B  con  el  plano  a.  '•  •  • 
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A2 


B2 


Bi 


oi 


Ai 


29.  Dibujar  los  planos  a  y  P  paralelos  al  plano  dado  ïï  y 
distantes  deí  mismo  15  mm. 


7C2 


711 


t=^30.  Dibujar  las  proyecciones  diédricas  de  un  friángulo 
equilátero  ABC,  sabiendo  que  está  contenido  en  eì  plano  a  y 
conociendo  la  proyección  verfical  del  vértice  A  y  la  horizontal 
del  vértice  B.  De.las  dos  soluciones  posibles,  eíegir  la  de  mayor 
cota  para  el  vértice  C. 


A2 


a2 


Bi 


ai 
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y  ílí  sea  paralela  a  la  línea  de  tierra. 


■ï.îíSí 


A2 


B2 


C2 


Bi 


32.  Determinar  la  proyección  verficol  de  la  recta  frontal  r  y  sus 
puntos  A  y  B,  de  la  ïnfersección  con  el  prisma,  sabiendo  que 

AB=40  mm. 


35,  Hallar  las  írazas  de  una  recta  de  perfil  que  pase 
punto  A  y  sea  paralela  al  plono  a. 
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37.  Dado  el  cono-de  revolución  de  lo  figura,  dibujar  las  trazas 
de  los  planos  que  sean  tangerites  al  mísmo  y  paralelos  a  la 
línea  de  tierra. 


38.  Hallar  las  proyecciones  del  punto  de  interseccíón  de  los 
tres  planos  cc,  p  y  ît.  Obsérvese  que  el  plano  j5  estó 
determinado  por  el  punto  A  y  la  línea  de  tierra. 


40.  Hallar  los  puntos  de  intersección  de  la'recfa  r  con  los 
planos  bisectores.  Indìcar  los  cuadrantes  que  atraviesa  la 
citada  recta. 


41.  Dado  el  plano  a  perpendicular  ol  primer  bìsector  y  la 
recta  r  contenida  en  a,  dibujar  las  proyecciones  de  una  recta 
que  sea  perpendìcular  a  r  en  su  punto  de  corte  con  el  primer 
bisector  y  que  quede  también  contenida  en  a. 


02 


42.  Hallar  la  verdadera  magnitud  de  los.án.gulos  que  la  recta  r 
forma  con  los  plonos  de  proyección. 
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43.  Hallar  los  óngulos  que  forma  el  pîano  a  con  ehhorizontal 
y  el  vertical  de  proyección. 
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44.  Dada  la  recta  r,  hoílar  las  trazas  de  los  posibles  planos 
que  contengan  a  dicha  recta  y  que  formen  60°  con  el  plano 
horizontal. •-$  a  «  6o*  -j>  A  <*>&>,  . 


—..•#•••  • » 


4S.  Obtener  la  verdadera  magnitud  de  la  sección  producido 
en  la  pirámide  dada  por  un  plano  que  pasa  por  AB  y  forma 
45°  con  el  plano  horizontal. 
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$4-  Se  conoce  la  traza  horízontal  de.un  plano 
6Û°  con  el  plano  horizontaL  Dibujar 
plano.  SCuántas  soluciones  hay? 


.HP 

rVỳ:?fe 


,!pi 


mm 

;4:/rìS}£$ 

m 

Ìgpl 


1 


•::‘v^ì\/ 


•ÍÌW 

•.•.•.v 

::V-.v^y 


i^tfi 

,::S* 
.;SÌS» 

* .  • ‘v^V.vV/^g® 

/tfÌ# 


47.  Sabiendo  que  el  plano  a  es  vertical  y  que  la  Drovección  f|fl8 
de  la  recta  r  es  perpendicular  a  lc  traza  (X  ,  hallar  el  punto  df  ^ 
intersección  de  la  recta  y  el  plano ,  y  el  óngulo  que  forman. 
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48.  Hallar  el  óngulo  que  forma  el  plano  a  con  la  línea  de 
tierra. 
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49.  Determinar  el  óngulo  que  forman  los  planos  ABC  y 
ABDEF. 


Fi  Ai  Ci 


50.  Una  recia  r  pasa  por  los  puntos  A  y  B.  Este  pertenece  al 
PH.  Además  sabemos  que  !a  recta  forma  45°  con  el  plano 
horizontal  y  estó  contenida  en  un  plano  proyectante  sobre  el 
horizontal.  Hallarel  punto  B. 

A2 
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51 .  Determinar  el  óngulo  que  forma  la  diagonal  del  cubo  AD 
con  el  plano  definido  por  los  puntos  A,  B  y  C. 


C2= 


52.  Hallar  las  trazas  de  un  plano  P  que  pase  por  los  puntos  A 
y  B  y  sea  perpendicular  al  ' 


53.  Dibujar  las  trazas  de  la  perpendicular  común  a  la  recta 
de  perfil  de  trozas  H  y  V  y  a  la  recta  r  paralela  a  la  Jínea  de 
tierra. 


ÌVi=H2 


54.  Dada  la  recta  r  contenido  en  el  plano  a  hallor  el  plano 
perpendicuiar  a  a  que  pase  por  r. 


02 
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55.  Hallar  el  plano  |5  que  pasa  por  el  punto  A  y  es 
perpendicular  al  plano  a  y  paraleio  a  la  recta  r. 


56.  Hallar  las  trozas  del  plano  perpendicular  al  dado  y  que 
contenga  a  la  recta  . 


57.  Obtener  la  planfa  auxiliar  îndicada  por  la  nueva  línea  de 
tierra  del  hexaedro  representado.  En  las  caras  vistas  de  esta 
nueva  planta,  marcar  e!  número  de  huellas,  sabiendo  que  son 
siete  la  suma  de  las  de  dos  caras  opuestas. 


58.  Dado  el  cubo  inferior  en  diédrica,  apoyodo  en 
AB,  haliar  la  nueva  posición  vertical  al  mover  el  plano  ve 
mediante  el  cambio  de  plano  definido  por  la  nueva  LT. 
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59,  Dado  un  plano  oblicuo  en  el  sistema  diédrico  con  vértîcè§||j| 
a  la  izquierda  de  la  LT,  cuyas  trazas  horizontal  y  vertical  forman|^& 
60°  y  45°  respectivamente  con  la  LT,  medianfe  un  cambio  cfêf*®* 

un  plano  perpendicular  ol  verticai. 


pìano  transformarlo 


en 


60.  Dado  un  plano  oblicuo  en  el  sistema  diédrico  con  vérticè 
a  la  izquierda  de  la  LT,  cuyas  trazas  forman  45°  cada  una  con 
la  LT,  situarlo/  mediante  giro,  perpendicular  al  plano  vertical. 
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1.  SUPERFICIES  EN  EL 
ESPACIO 


Superficie  es  el  lugar  geométrico  de  las  posiciones  de  una 
ìínea,  indeformable  o  no,  llamado  generatriz,  que  se  mueve  en 
el  espacio  según  uno  determínada  ley. 

Si  la  generatriz  se  apoya  en  una  curva  o  en  una  superficie,  ésta' 
se  llamo  dìrectriz. 

Las  superficies  pueden  ser  limitados,  es  decir,  con  órea  finita,  o 
ilimitados,  con  órea  infinita. 


Clasificación  de  las  superficies 

Aunque  hay  otras  clasificaciones,  una  senciila  es 

Plano 


Regladas 


Desarrollables 


Poliedros* 


Regulares 


Tetraedro 

Hexaedro 

Octaedro 

Dodecaedro 

Icosaedro 


Radiadas 


Irreguiares 

Pirâmide 
Cono 

Prisma 


Cónicas 


CiUndricas- 


Cilindro 


Curvas 


Alabeadas 


De  revolución' 


Esfera 


Toro 
De  no  revolución 


Compuestas 


Podemos  definirlas  de  la  siguiente  forma: 

Regladas:  Son  las  engendradas  por  el  movimiento  de  una 
recta. 
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Superficies  curvas:  Son  las  engendradas  por  el  movimiento  de 
una  curva. 

Compuestas:  Formadas  por  la  combinación  de  otras. 
Desarrollables:  Pueden  extenderse  sobre  un  plano  sin  que  se 
deforme  ninguno  de  sus  elementos. 

Alabeadas:  No  se  pueden  desarrollar  sobre  un  plano. 

Poliedros:  Son  las  superficies  formadas  por  caras  planas. 
Radiadas:  Engendradas  por  el  movimiento  de  una  recta  que  se 
apoya  constantemente  en  un  punto  fijo,  que  puede  estar  en  el 
infinito,  v  en  una  línea  plana  o  alabeada. 

De  revoiución:  Engenaradas  por  el  movimiento  de  una  línea 
que  gira  alrededor  de  un  eje  fijo. 

SUPERFICIES  REGLADAS  DESARROLLABLES 


POLtEDROS 

REGULARES 


PRISMA 


PIRÂMIDE 


POLiEDRO 


?îvC  v’-  Ji  ••”■.■  s ' :.  • 
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SUPERFICIES  CURVAS  DE  REVOLUCIÓN 


ELIPSOIDE 


1 


i 

TORO 


CONO 


SUPERFICIES  REGLADAS  ALABEADAS 


HiPERBOLOIDE  DE 
REVOLUCIÓN 


PARABOLOIDE  HÌPERBÓLICO 
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2.  POLIEDROS 


Poliedros  son  las  figuras  cerradas  formados  por  varios  planos. 
Todos  cumplen  el  teorema  de  Euler: 

n°  de  caras  -f  n°  de  vértices  =  n°  aristas  4-  2 
_ C+V"A-f2 _ 

5e  lloman  políedros  regulares  a  los  poliedros  que  cumplen  tres 
condiciones:  las  caras  son  polígonos  reguìares,  todas  las  caras 
son  iguales  y  sus  óngulos  poliedros  son  también  iguales.  Con 
esas  condiciones  sólo  hay  cinco  poliedros: 


Nombre 


Tefoedro 


C 


V 


Forma  de 
las  caras 


Tipo  de 
vértices 


Trióngulos  Triedro 


Hexoedro 
o  Cubo 


6 


8 


12 


Cuodrados 


Triedro 


Octaedro 


8 


12 


Triángulos 


Teíraedro 


Dodecaedro 


12 


20 


30 


Pentógonos 


Tríedro 


îcosaedro 


20 


12 


30 


Trióngulos 


Pentaedro 


Se  llaman  poliedros  arquimedianos  a  aquellos  semirregulares 
convexos  cuyas  caras  son  polígonos  regulares  pero  de  distínto 
número  de  lados.  5e  pueden  obtener  truncando  los  regulares. 
Por  ejemplo,  truncando  el  fetraedro  a  un  tercío  de  cada  arista 
sale  un  polied.ro  formado  por  hexógonos  y  triángulos  regulares. 
Otro  ejemplo  es  el  poliedro  de  Leonardo  da  Vinci,  que  es 
arquimediano  del  icosaedro. 


Vamos  g  estudiar  los  tres  primeros  poliedros  regulares  y  su 
representación  en  diédrica.  Para  elio  nos  van  a  ser  muy  útiles 
las  llamadas  secciones  prîncipales. 


3.  SECCIONES  PRINCIPALES 


Si  se  cortan  los  poliedros  regulares  por  un  determinado  plano, 
la  sección  producida  contiene  ias  medidas  más  importantes  del 
cuerpo,  necesarias  para  representarlos  en  diversas  posiciones: 
el  lado,  la  distancia  entre  caras  opuestas,  las  diversas 
diagonales,  la  distancia  entre  aristas,  etc..  Esa  sección  se  llama 
principal. 

En  el  caso  del  tetraedro,  la  sección  principal  se  obtiene  al 
cortarlo  por  un  plano  que  pasa  por  una  arista  y  por  el  punto 
medio  de  la  arista  opuesta. 


Sección 
príncípal  def 
tetraedro 


En  el  hexaedro  o  cubo,  ia  sección  principol  pasa  por  dos 
aristas  opuestos. 


Sección  principal  del  cubo 


En  el  octaedro,  la  sección  principal  pasa  por  dos  vértices 
opuestos  y  por  los  puntos  medios  de  dos  lados. 


Sección  principal  del  octaedro 
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4.  TETRAEDRO 


Es  el  poliedro  formado  por  cuatro  caros  tridngulos  equilóteros, 
cuatro  vértices  y  seis  aristas. 

Para  representarlo  con  una  cara  opoyada  en  el  PH,  se  dibu  a 
ésta,  que  es  un  tríángulo  equílátero  en  verdadera  mognitud.  El 
cuarto  vértice  se  proyecta  en  el  ortocentro  de  la  base. 

Para  haliar  la  altura  del  tetraedro,  se  debe  construir  la  sección 
principal.  Para  eso  primero  se  determina  o,  alturo  de  una  cara, 
y  con  ella  y  I  se  díbuja  la  sección  principal.  La  altura  buscada 
es  h.  . 


Para  representar  el  tetraedro  con  una  arista  vertical,  se  empieza 
por  la  proyección  horizontal.  La  arisfa  vertical  se  proyecta  en 
un  punfo  y  su  aristo  opuesta,  como  estó  horizontal,  se  proyecta 
en  el  PH  en  verdadera  magnitud.  Lo  distancia  del  vértice  A,  a 
la  arista  horizontal  está  en  la  sección  principal:  es  d. 


Una  vez  dibujado  la  proyección  horizontal,  se  halla  la 
proyección  vertical,  en  la  cual  la  arista  vertical  está  en 
verdadera  magnitud  y  la  horizontal  a  una  altura  igual  a  ìa 
mitad  del  lado. 
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5.  HEXAEDRO  0  CUBO 


mÊH 


Es  el  poliedro  regular  formodo  por  seis  cuadrados.  Dibujaîjô 
con  una  caro  opoycda  en  el  PH  es  muy  sencillo,  ya  qú|l|_, 
puede  dibujar  su  proyección  horizontal  pues  estó  en  verdaáet<rf, 
magnitud.  También  se  pueden  dibujar  Sas  aristas  verticalesy^H 
estón  en  verdadera  magnitud  en  proyección  vertical  y  midt§«L 
longitud  del  íado.  •'■’*"** 
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Si  queremos  dîbujarlo  apoyado  en  un  véríice  y  además  cofjL 
una  diagonal  vertical,  lo  primero  será  deierminar  la  longitud  cfe  1 
la  diagonal,  que  está  en  a  sección  principal  y  mide  /V3  . 
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Sección  principal  del  cubo 


En  dicha  posición,  la  proyección  horizontal  del  cubo  forma  ííll§ 
hexagono  de  radio  r  (que  estó  en  lo  sección  principal),  y  Im 
proyecciones  verticales  de  los  vértices  intermedios  estón  ajfltt 
de  lo  longitud  de  la  diagonal: 
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6.  OCTAEDRO 


Es  el  poliedro  regular  de  ocho  caras,  que  son  triángulos 
equiláteros.  Se  observa  que  si  I  es  el  lado,  hay  tres  diagonales 
iguales  que  miden  d  =  l4l . 


La  sección  principal  es  un  rombo  que  se  puede  dibujar  a  partir 

de  sus  diagonales  (v27  y  l )  o  a  partir  de  una  diagonal  y  los 
lados. 
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Para  representar  el  octaedro  apoyado  en  un  vértice  y  ademós 
con  uno  diagonal  vertical,  se  dibuja  la  proyección  horizontal, 
que  es  un  cuadrado  de  lado  I.  Lo  altura  total  es  lo  diagonal,  y 
los  vértices  laterales  tienen  de  cota  la  mitad  de  la  diagonal. 


Si  queremos  dibuarlo  con  una  carc  apoyado  en  el  PH, 
en  cuenta  que  a  pròyección  horizontal  de  esa  cara  y  su 
opuesta  son  oos  triángulos  equilóteros  girados  1 80°. 


Para  hallar  la  cota  de  la  cara  superior,  se  dibuja  la  sección 
principal  deì  octaedro.  La  cota  buscado  es  la  dîstancia  h  entre 
dos  lados  de  ese  rombo. 
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7.  LA  ESFERA 


Una  esfera  de  rodio  R  tiene  como  proyecciones  dos 
circunferencias  de  radio  R,  con  centros  en  ìas  dos  proyecciones 
y  02  del  centro  de  Iq  esfera. 


Por  cualquier  punto  de  la  esfera  se  puede  trazar  una 
circunferencia  horizontal  de  radio  n  <  R  .  Su  proyección  verticol 
será  un  segmento,  y  su’proyección  horizontal  será  una 
circunferencia  de  radio  y  centro  O^. 

Esto  nos  sirve  para  situar  puntos  sobre  ia  esfera.  Si  nos  dan  A2/ 
cortamos  la  esfera  por  un  plano  horizontal  que  pase  por  A,  lo 
que  nos  da  una  circunferencia,  cuyo  diámetro  se  determina  en 
la  proyección  vertical.  Ai  estará  en  la  proyección  horizontal  de 
esa  circunferencia  (hay  dos  soluciones). 
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De  forma  similar  se  podría  trazar  otra  de  radìo  r2  <  R  que  esté 
contenida  en  un  plano  paralelo  al  PV*  Su  proyección  horizontal 
será  un  segmento,  y  su  proyección  vertical  seró  una 
circunferencio  de  radio  r2. 
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8.  ESFERAS  Y  POLIEDROS 
REGULARES 


Por  coda  poliedro  regular  hay  tres  esferas  corocterísticas:  |( 
inscrito  que  es  tangente  o  las  coros  del  poliedro,  la  inscriío  qui 
es  tangente  a  las  aristas,  y  la  circunscríta  que  posa  por  lo 
vértices. 

El  centro  de  las  tres  esferos  es  el  mismo:  el  centro  del  poliedrd 
y  los  radìos,  cómo  no,  se  obtienen  en  las  secciones  principale 
de  cada  poliedro/  como  se  refleja  en  los  siguientes  dibujos: 


R1=  inscrita  en  caras 
R2=  inscrita  en  aristas 
R3=  circunscrita  en  vértices 


CUBO 

RADIO  DE  LAS  ESFERAS 
R1=  inscrita  en  caras 
R2=  inscrita  en  aristas 
R3=  circunscrita  en  vértices 


RADIO  DE  LAS  ESFERAS 
R1=  inscrita  en  caras 
R2=  inscrita  en  aristas 
R3=  circunscrita  en  vértices 
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9.  SUPERFICIES  CÓNICA  Y 
CILÍNDRICA 
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Es  la  superfîcie  engendroda  por  una  recta  (generatriz)  que  gira 
apoyándose  en  un  punto  el  vértice  del  cono)  y  en  una  curva 
llamada  directriz,  norma  menfe  una  circunferencia.  Si  la 
direcfriz  fuese  ofra  cun/a,  debe  indicarse,  por  ejemplo  como 
cono  de  directriz  elíptíca,  etc. 

Para  frabajar  en  diédrica  con  puntos  del  cono,  hay  que  tener 
en  cuenta  que  siempre  exisfe  una  generatriz  del  cono  que  pasa 
por  esos  punfos.  De  esta  forma,  si  tenemos  en  diédrica  una 
proyección  de  un  punto,  se  puede  determinar  la  otra 
proyecdón  dibujando  la  generatriz. 
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El  corfe  de  un  plono  con  el  cono  es  una  curva  cónica.  Si  el 
plano  es  perpendicular  al  eje  del  cono,  seró  una 
circunferencia,  si  no  lo  es  y  corta  a  todas  las  generatrices,  será 
una  elipse.  Si  es  paralelo  al  eje,  se  obtîene  una  hipérbola,  y  si 
es  paralelo  a  una  generatriz,  una  parábola.  Se  pueden  obtener 
puníos  de  la  cun/a  cortando  generatrices  con  el  plano,  Las 
proyecciones  de  los  ejes  de  la  cóníca  son  paralelas  o 
perpendiculares  a  las  trazas  del  plano. 


El  cilindro  es  un  caso  particular  del  cono,  con  el  vértice  en  el 
infinito.  Las  secciones  norîzontales  son  siempre  paralelas  a  la 
base,  y  las  generatrices  son  paralelas  entre  sí. 


147 


EJERCICIO  RESUELTO  1 

Determinar,  por  sus  ejes  principales,  la  sección  que  el  plano 
proyectante  (x  produce  en  el  cono  de  revolución  representado. 


La  sección  será  una  elipse.  Un  eje  AB  se  determina  bien  en  la 
proyección  vertical: 


El  otro  eje  CD  será  horizontal,  perpendicular  al  primero, 
pasaró  por  su  punto  medio  y  será  paralelo  a  Id  traza  a^.  Para 
determinar  sus  extremos,  trazamos  en  la  proyeción  vertical  las 
generatrices  que  pasan  por  esos  extremos,  las  dibujamos  en  la 
proyección  horizontal  y  allí  determínamos  dónde  cortan  al 
cono. 


Observese  que  el  centro  de  la  elípse  no  coíncide  con  V]. 


EJERCICIO  RESUELTO  2 

Determinar  lospuntos  de  intersección  de  ia  recta  r  y  el  cilindro 
obíícuo  dado.  •  .. 


Basta  con  hacer  un  corte  por  un  plano  que  pase  por  r,  ya 
horizontal  (daró  dos  rectas)  o  vertica  (daró  una  circunferencia). 
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EJERCICIO  RESUELTO  3 

Determinar  la  proyección  vertical  de  una  recta  r  que  forme  45° 

con  el  plano  horizontal  y  que  sea  tangente  a  la  semiesfera 
representada. 


El  corte  de  la  semiesfera  por  un  plano  vertical  que  contenga  o  r 
es  una  circunferencia.  Lo  dibujamos,  y  r2  seró  tangente  a  ella  y 
formando  45°  con  la  LT. 
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EJERCICIO  RESUELTO  4 

Dibujar  la  esfera  que  pasa  por  los  punfos  A,  B; 
Obsérvese  que  los  puntos  A;  B  y  C  estón  sobre 
horizontal  y  que  los  puntos  C  y  D  poseen  el 
alejamiento. 
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Los  puntos  ABC  están  en  una  circunferencia  horizontal.  SÌI^ 
centro  nos  dará 


Como  CD  es  frontal,  su  proyección  vertical  estó  en  verdaderci^^^ 
magnitud,  y  02  estaró  en  la  mediatriz  de  C2  D?,  ■'"ásaí"!fc“™ 


Para  dibujar  la  esfera,  podríamos  calcular  el  radio,  que  es  ia 
distancia  entre  el  punto  0  y  A,  B  ó  C,  pero  es  más  sencillò 
dibujar  la  proyección  vertical  de  la  circunferencia  ABC,  que  es 
un  segmento  horìzontal  por  cuyos  extremos  pasaró  la 
proyección  vertical  de  la  esfera,  que  tiene  centro  en  02 
proyección  horizontal  de  la  esfera  es  una  circunferencia 
pero  con  centro  0). 
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EJERCICIOS  PROPUESTOS 


1.  Dîbújese  en  perspectiva  libre  un  poliedro  de  ó  caros  y  5 
vértices.  ÉCuántas  aristas  tiene? 

2.  Determinar  el  óngulo  que  formon  dos  caras  cualesquiera 
de  un  tetraedro  regular. 

3.  Dado  la  proyección  horizontal  de  un  tetraedro  regular  y 
un  plano  a  que  lo  corta,  hallor  las  proyecciones  de  la  sección. 


4.  Un  tetraedro  regular  ABCD  tiene  la  aristo  AB  contenida  en 
la  recta  r  y  la  arista  opuesta  CD  contenida  en  ia  recta  s,  siendo 
ambas  rectas  horizontales  y  ortogonales  entre  sí.  Dìbujar  las 
proyecciones  del  tetraedro. 


S2 

.  .  I 

I 


5.  Hallar  las  proyecciones  diédricas  de  un  tetraedro  regular 
de  arista  CD,  sabiendo  que  ios  vértices  C  y  D  son  los  de  mayor 
cota  de  tetraedro  y  que  la  arista  AB  es  horizontal. 


Ci 


6.  Un  tetraedro  regular  se  encuentra  apoyado  en  el  plano 
horizontal  de  proyección  sobre  su  cara  ABC.  Hallar  la 
proyección  vertical  del  tetraedro  y  su  intersección  con  el  plano 
definido  por  los  puntos  medios  de  las  aristas  AB,  CD  y  AD. 


7.  Dibujar  las  proyecciones  de  un  tetraedro  regular  ABCD 
del  que  se  conoce  la  situación  de  la  arista  AB.  Se  sabe  ademós 
que  la  cara  ABC  estó  contenida  totalmente  en  el  plano  con 
el  vértice  C  de  mayor  cota  que  los  A  y  B.  De  las  soluciones 
posibles,  elegir  aquella  en  la  que  eì  vértice  D  quede  lo  mós 
alejado  posible  del  plano  vertical. 
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8.  Representar  en  diédrîca  un  cubo  de  lado  3  cm  .apoyado 

primero  en  una  cara,  después  en  una  arista  y  finalmente  en  un 
vérfìce. 

9.  El  punto  A(2,  4,  0)  es  el  vértice  inferior  de  un  cubo  de 
fado  3  cm  con  uno  diogonol  verticol.  Dibujorlo  en  diédrica 
sobiendo  que  uno  de  sus  vértices  tiene  de  coordenoda  x  =  0. 

10.  Un  cubo  se  opoya  en  el  píono  horizonfal  de  proyección 
sobre  uno  arisfo  AB  del  mismo,  teniendo  ademós  porolela  a 
dicho  plono  una  de  sus  secciones  principoles.  Conociendo  lo 

proyección  horizonfol  A,B,  de  lo  orisfa  de  apoyo,  completar  los 
proyecciones  del  cubo. 


12.  Dibujor  los  proyecciones  horizontol  y  verticol  de  umAiilSj 
cuvo  orista  AB  esto  contenida  en  uno  recía  de  perfil,  El 
debe  quedar  a  la  derecho  del  plano  de  perfil  que  confiene  :'Éfl 
ansta  ÀB  y  el  vertice  A  debe  ser  el  de  menor  cota  del  mismoÌMl 
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13.  El  segmento  AB  es  orisfo  de  un  hexaedro  regular  y 

rect°s  s.®n  diagonales  de  las  caras  perpendiculares  a 
arista  AB.  Halícr  las  proyecciones  del  poliedro.  ':$fSíÊÊ 
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11.  Sobiendo  que  lo  figura  adjunto  representa  la  proyección 
honzontol  de  un  cubo  con  una  diagonal  vertical,  dibujor  su 
proyección  vertical,  disfinguiendo  portes  vístas  y  ocuftas. 
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14.  Dado  el  cubo  de  la  figuro,  dibujor  los  proyecciones  del|| 

octaedro  que  tiene  por  véríices  los  centros  de  las  caras  deH 

dicho  cubo.  Interpretar  correctamente  los  porfes  vistas  y 
ocultas. 
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15,  Dibujar  sobre  ei  cubo  dado  el  poliedro  resultante  de  unir 
los  puntos  medios  de  sus  aristas.  Interpretar  correctamente  las 
partes  vistas  y  ocultas  del  sóíido  resultante,  Indicar  el  número 
de  aristas  y  el  número  de  vértices,  y  dibujar  el  desarrollo  de  la 
superficie. 


1  ó.  Hallar  la  verdadera  magnitud  de  la  sección  que  el  plano  a 
produce  en  el  cubo  que  está  apoyado  en  el  plano  horizontal  de 
proyección  mediante  su  cara  ABCD. 
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1 7.  Dibujar  las  proyecciones  de  un  cubo  de  arista  30  mm.  del 
que  se  conoce  que:  1°}  tiene  una  cara  contenida  en  el  plano 
a,  siendo  A  uno  de  sus  vértices  y  estando  todo  el  sólido  situado 
a  la  derecha  de  a,  2°)otra  de  las  caras  que  pasa  por  A  forma 
30°  con  el  plano  horizontal  de  proyección,  3°)  el  cubo  está 
totalmente  situado  en  el  primer  cuadrante. 
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18.:  Dada  la  recta  de  punta  r,  dibujar  las  proyecciones  de  un 
cubo  que  tenga  su  arista  AB  contenida  en  r  y  la  arísta  opuesta 
de  una  de  las  caras  contiguas  contenída  en  el  plano  horizontal 
de  proyección.  El  cubo  debe  quedar  a  la  derecha  del  plano  de 
perfrl  que  contiene  a  r. 


r2=A2=B2 
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19.  Dibujar  el  poliedro  que  resulte  al  unir  los  puntos  medios 
de  las  aristas  de  ese  octaedro.  Dibujar  el  desarrollo  del 
poliedro  resultante  a  escala  lìbre.  . 


20,  Dibujar  el  desarrollo  del  poliedro  obtenido  al  seccionar  el 
octaedro  regular  por  planos  a  1/3  de  la  arisîa.  Basta  trazar 
cuatro  o  cinco  caras  yuxtapuestas. 
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21.  Completar  la  seccíón  producida  por  el  plono  ABC  en  el 
octaedro  regular  representado,  y  vis.ua lizar  las  partes  vistas  y 
ocultas. 


22.  Dibujar  las  proyecciones  de  un  ocfaedro  regular  que  esfá 
apoyado  sobre  el  plano  horizonfal  de  proyección  sobre  la  cara 
ABC.  Interpretar  correctamente  las  aristas  vistas  y  ocultas. 


B2 


A2  C2 


Ai 


t 

i 


Bi 


Ci 


23.  Af-B^  es  la  proyección  horizontal  ;de  la  cítura  de  un 
octaedro  regular  que  tiene  un  vértice  sobre  el  plano  vertical  y 
cuyas  aristas  horizontales  forman  45°  con  dicho  plano.  Dibujar 
las  proyecciones  del  octaedro. 


A  Ai=Bi 


24.  Dada  la  superficie  esférica  de  la  figura 
horizontales  P^sQj  de  dos  punfos  de  la 

proyecciones  verticales  de  estos  puntos  sabîendo  que  P  tièiiH 
mayor  cota  que  Q. 


25.’  Dibujar  los  ejes  de  la  elìpse  en  que  se 
|orizontalmente  la  ìntersección  del  plano  acon  la  esfera  dada.|^ 
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26.  Hallar  el  plano  tangente  a  la  esfera  dada  en  e!  punto  P  de 
la  misma  situado  por  debajo  de  su  contorno  aparente  sobre  el 
horizontal. 
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í ((2%  Hollar  los  puntos  de  ínterseccíón  de  la  recta  r  con  et 
Utuerpo  representodo. 


28,  Dodo  lo  esfera  de  la  fìgura,  hallar  los  puntos  de  ìa  misma 
cuyos  planos  tangentes  son  paralelos  al  primer  bisector. 


* 


... 


30.  Hallar  ías  proyecciones  de  los  puntos  aue  disten  20  mm. 
del  plano  vertical  de- proyección,  30  mm.  del  horizontal  y  40 
del  punto  A. 


A2 


Ai 


31.  Dado  el  cubo,  cuyas  proyecciones  diédricas  son  las  de  la 
figura,  dibujar  las  proyecciones  de  su  esfera  circunscrita  e 
inscrìta. 


29.  Trazar  los  proyecciones  de  la  esfera  de  centro  0  que  es 
tangente  al  plano  a. 


32.  Dada  la  esfera  de  la  figura,  dîbujar  las  proyecciones  de  un 
cubo  cuyas  aristas  sean  tangentes  a  la  esfera  y  de  modo  que 
cuatro  sean  horízontales,  cuatro  verticaies  y  otras  cuatro 
paralelas  a  la  línea  de  tierra. 


02 


02 
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33.  Hallor  las  proyeccìones  de  la 
tetraedro  regulor  de  la  figura. 


'  < .  , 

•  .  .  .  .  t 

esfera  circunscrita  al 


34.  Dado  el  tetraedro  regular  de  la  figura,  apoyodo'sobre  una 
arista  en  el  pfano  horizontal,  dibujar  los  proyecciones  de  la 
esfera  interior  al  mismo  que  es  tangente  a  sus  aristas. 


35.  Dado  el  tetraedro  regular  de  la  figura,  cuyas  aristas  AB  y 
CD  son  horizontales,  dibujar  las  proyecciones  de  una  esfera 
que  sea  tangente  a  sus  arisías. 
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39.  Dado  el  cono  de  revolución  de  la  figura;  dibujar  las  írazas 
de  los  planos  de  canto  que  pasan  por  su  vértice  y.  que 
producen  en  el  mismo  una  sección  que  es  un  triángulo 
equilótero. 


40.  Determinar,  en  ambas  proyecciones,  la  cónica  que 
produce  el  plano  proyectante  sobre  el  vertical  que  pasa  por  P  y 
es  paralelo  a  la  generatriz  VA. 


41.  Determinar  la  Intersección  entre  la  recta  r  y 
representado. 


•  *  •  •  •  *  • 

42.  Dibujar  lo  sección  del  cono  por  el  plano  indicodo. 
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1.  DEFINICIÓN  Y 
ELEMENTOS 


Al  valor  de  j X  (valor  que  adquiere  en  el  eje  y  la  unidad)  se  le 
llama  coeficienfe  cíe  reaíucaon.  Puede  ser  mayor  o  menor  que 
1 .  Si  es  mayor  que  1 ,  las  figuros  salen  deformados. 


Perspectiva  caballera  es  el  sistema  de  representación  que  se 
obtiene  al  proyectar  el  espacio  de  forma  cilíndrica  y  oblicua 
sobre  un  plano  coordenado  XZ. 


Los  ejes  x  y  z  estón  en  verdadera  magnitud  por  estar  en  el 
plano  de  proyección,  mientras  que  el  eje  y  queda  proyedado. 
Dependiendo  del  valor  del  óngulo  de  proyección  a,  fas 
medídas  reales  en  el  eje  y  se  acortarán  o  alargarán  al  pasar  al 
eje  provectado  (y).  Si  cogemos  en  el  eje  y  un  segmento  de 
longitua  unidad/  se  proyecta  en  un  segmento  de  longitud  \i,  de 


long 

talfc 


orma  que: 


1 

tgOC  —  —  /  por  tanto  fí  —  cotgoc 

M 


(X<1  |X>1 

Otro  dato  que  hay  que  definir  es  la  posición  del  eje  y  respecto 
o  los  ejes  x  y  z.  Queda  definida  por  el  óngulo  <p. 


Otros  elementos  son  los  tres  planos  coordenodoS/  de  los  que 


sólo  el  plano  XZ  está  en  verdadera 
plano  del  cuadro. 


magnitud  y  se  le  llama 
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12.  REPRESENTACIÓN  DEL 
PUNTO _ _ 


Un  punto  se  suele  dar  por  sus  coordenadas  (x,  y,  z).  La 
coordenada  y  hay  que  multíplicarla  por  el  coeficiente  de 
reducción  (I  cuando  se  lleva  al  dibujo.  Con  ellas  se  forma  un 
paralelepípedo  cuyos  otros  vértices  son  las  proyecciones  del 
punto.  Al  vértice  mós  lejano  aí  origen  se  le  llama  proyección 
d/recfo  del  punto. 


EJERCICIO  RESUELTO  ì 

Dibujar  en  caballera  el  punto  A,  de  coordenados  (2,  3,  2)  cm. 
Datos:  |i  =  0'5  ;  <p  =  135° 


Aunque  están  relacionadas,  no  deben  confundirse  las 
coordenadas  de  un  punto  con  sus  proyecciones.  De  hecho,  con 
dos  proyecciones  queda  definido  el  punto,  mientras  que  con 
dos  coordenadas  no. 


3.  REPRESENTACIÓN  DE  LA 
RECTA 


Dados  dos  puntos  A  y  B,  lo  recto  definido  por  ellos  tiene  como 

nección  directo  r  la  recta  que  une  los  proyecciones  directas 
ds  jauntos,  y  como  proyecciones  r,,  r2  y  r3  las  que  unen  las 
proyecciones  de  los  puntos. 


X 


Trazas  de  una  recta 

Se  llomon  trozas  de  una  recta  los  puntos  donde  lo  recta  corta  t 
los  planos  coordenadas.  Serán  los  puntos  de  corte  de  r  con  rt 
r  con  r2,  y  r  con  r3 .  También  se  pueden  hallar  prolongando 
hasto  que  coríe  al  eje  X  o  al  Y,  y  subir  o  bojor  verticalmente  po 
el  plano  coordenoda  hasto  que  corte  a  r. 

Evidentemente  las  tres  trazas  están  en  íos  plonos  coordenodos 
por  lo  que  siempre  tienen  al  menos  una  coordenoda  de  valo 
cero. 

EJERCICIO  RESUELTO  2 

Hollor  los  proyecciones  de  la  recta  AB  y  las  coordenados  de  lo: 
trazas.  Datos:  A(2, 4,  2),  B(  -1 ,  1 , 5),  p  =  0.5;  q>  =  135° 

Solución:  0  (-2,0, 6);  R  (0,  2,  4);  T  (4,6,0) 
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4.  REPRESENTACIÓN  DEL 
PLANO 


Un  plano  se  representa  por  sus  trazas,  que  son  los  cortes  con 
los  planos  coordenados.  Como  es  la  intersección  entre  dos 
planos,  las  trazas  son  rectas  que  se  suelen  nombrar  por  at/  a2 
y  a3.  Las  tres  trazas  se  cortan  en  los  e|es  formando  ei  llamado 
trìánguio  de  trazos. 


plano. 

Toda  recta  contenida  en  un  plano  tíene  sus  trazas  en  las  trazas 
del  plano,  ya  que  éstas  son  el  conjunto  de  puntos  comunes  al 
plano  y  al  plano  coordenado. 


Si  nos  don  dos  'rectas  que  se  cortan  (r  y  s),  para  dibujar  el 
plano  definido  por  ellas  se  hollan  sus  trazas  y  se  unen.  Para 
hdllar  las  trazas  del  plano  que  pasa  por  tres  puntos  no 
alineados,  se  unen  los  puntos  de  dos  en  dos  pora  obfener  dos 
rectas  que  se  cortan  y  que  pertenecen  al  plano,  con  lo  que 
estomos  en  el  coso  anterior. 


EJERCICIO  RESUELTO  3 

Dibujar  el  plano  que  pasc  por  los  puntos  siguientes:  A  (5,  2, 
1'5),  B  (15,  6,  1)  y  C  (2,  2,  5),  en  una  cabollera  de  p  =  05  y 

q>=135°. 

\ 

Se  dibujan  en  caballera  los  tres  puntos  A,  B  y  C.  Se  coge  la 
recta  AC  y  se  hallo  su  traza  horizontal,  que  será  la  iníersección 
de  AC  con  A^Q.  Se  hace  lo  mismo  con  la  recta  BC. 

Se  unen  las  dos  trazas  horizontales  de  los  rectas  AB  y  BC,  y  nos 
da  a]7  que  se  proionga  hasta  cortor  con  los  ejes  X  e  Y.  Por 
estos  puntos  de  corte  pasarán  a2  y  a3/respectivamente,  para 
formar  el  triángulo  de  trazas. 

Se  halla  una  traza  vertical  de  ìa  recta  AC,  que  será  la 
interseccîón  de  AB  con  A3B3.  Por  ese  punto  pasaró  a3  que  se 
puede  ya  dibujar.  Por  últirno,  se  dìbuja  completando  el 
triángulo  de  trazas. 


r 

: 
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5.  RELACIÓN  CON  EL 
SISTEMA  DIÉDRICO 


Es  fácil  pasar  de  una  perspecfiva  caballera  al  sistema  diédrico. 
La  proyección  directa  desaparece,  y  sóío  quedan  las 
proyecciones  sobre  los  planos  coordenados.  Si  tomamos  la  IT 
en  el  eje  X,  el  plano  XZ  coíncide  con  el  PV,  y  estó  en  verdadera 
magnitud.  El  plano  XY  hay  que  abatirlo  sobre  el  anterior.  Un 
segmento  unitario  en  el  eje  Y,  que  mide  ji  en  el  eje  de 
caballera,  se  transforma  en  un  segmento  de  magnitud  1  en 
diédrica.  Así  se  establece  una  afinidad  entre  las  proyecciones 
horîzontales,  con  eje  en  el  eje  X. 


EJEROCiO  RESUELTO  4 

•  » 

Hallar  el  óngulo  que  el  plano  a  forma  con  el  plano  XY. 


6.  REPRESENTACIÓN  DE 
CUERPOS 


La  perspectiva  caballero  se  usa  con  frecuencia  para  representar 
cuerpos  sólidos  a  partir  de  varias  vistas:  olzado,  planta 
superior,  perfil,  etc. 

El  alzado  suele  ser  la  vista  del  objeto  paralela  al  plano  XZ,  el 
perfil  es  la  vista  paralela  al  plono  YZ  y  la  planta  es  paralela  al 
planoXY. 

Se  puede  empezar  dibujando  un  paralelepípedo  de  dimen- 
siones  íguales  a  las  de  las  vistas,  e  ir  modificando  lo  necesario 
para  que  corresponda  a  los  vistas  dadas. 

Hay  que  tener  en  cuento  que  los  medidas  de  arístas  paralelas 
al  eje  Y  deben  ser  mulfiplicadas  por  el  coeficiente  de  reducción 
p  al  ser  dibujadas  en  caballera. 

EJEROOO  RESUELTO  5 

Dibujar  en  cabaìlera  la  pieza  cuyas  vistas  se  dan.  lì=  1,  (p= 

1 35°. 


PLANTA 


Situamos  el  alzado  paralelo  al  plano  XZ.  Así  se  ven  en  la 
perspectiva  caballera  Igs  tres  vistas  dadas.  . 


7.  CORTES  DE  CUERPOS 
CON  UN  PLANO 


Se  trata  de  hallar  la  figura  poligonal  que  resulta  ol  seccionar 
un  objeto  por  un  plano  dado,  Para  vermejor  el  corte,  se  suele 
suprimir  la  parte  del  objeto  que  queda  por  encima  deí  plano 
de  coríe. 

Para  hallar  el  coríe  se  debe  tener  en  cuenta  que  dos  planos 
paralelos  corfados  por  un  tercero  dan  rectas  paralelas. 


Por  eso,  el  corte  en  caras  paralelas  a  los  planos  coordenodos 
son  segmentos  paralelos  o  la  traza  en  ese  plano  coordenado. 
Y  si  aiguna  cara  está  en  un  plano  coordenado,  el  corte  en  esa 
cara  será  ío  misma  traza,  Si  el  cuerpo  tiene  planos  inclinados, 
se  puede  hallar  el  corte  en  las  caras  contiguas  y  luego  unir  los 
extremos. 

También  se  puede  obtener  el  corte  de  una  arista  inclinada 
hociendo  pasar  por  ella  un  plano  proyectanfe  %  (por  ejemplo 
vertical,  que  pasa  por  rt}.  La  intersección  de  ese  plano  7C  con  el 
Dbno  dado  es  una  recta  s  que  corta  a  b  arista  r  en  el  punto 
Duscado. 


EJERCICIO  RESUELTO  6 

Dibujar  b  sección  que  el  plano  que  pasa  por  bs  puntos  R,  S  y 
T  produce  en  b  fìgura  dada. 


J  -o 


R 

n  irTAninf 

(p=135° 


5 .  <fcS 
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EJERCICIOS  PROPUESTOS 


1.  Hallar  las  trazas  de  la  recta  AB:  A(2,3,2)  y  B(-l ,4);  en 
una  caballera  de  jLl  “  07  y  <p  =  135°. 

2.  Hallar  las  trazas  de  Ìa  recta  AB:  A(l,2,-1)  y  B(3,l,3);  en 
una  caballera  de  |i  =  0J5  y  <p  =  1 50°. 

3.  Hallar  las  trazas  de  la  recta  AB:  A(3,2,3)  y  B(l,5,6);  en 
una  cabaílera  de  g.  =  07  y  <p  =  150°, 

4.  Haflar  las  trazas  del  plano  que  pasa  por  los  siguienfes 
puntos:  A  (2,2,2);  B  (-2,8,1)  y  C  (-1,1,4).  Datos:  \i  =  0J5  y 
(p  =  1 35° 

5.  Halíar  las  trazas  del  plano  que  pasa  por  los  puntos 

D(1  '5,2,1  "5);  E(5,6,l)  y  F  (1,4,0!5);  p  =  06  y  <p  =  135°. 

6.  Hallar  las  trazas  def  plano  que  pasa  por  los  puntos 

A(2,l,2);  B  (1,4,1)  y  C  (3,2'5,0'S);  =  0'5  y  cp  -  1 50° 

7.  Representar  la  síguiente  figura  en  caballera,  a  escalo 
íibre. 


8.  Representar  la  siguienfe  figura  en  caballera,  g  escala 
libre. 


1 

1 

9.  '.  Representar  la  siguiente  figura  en  caballero,  a  escala 
libre. 


.  . 

I - 

l 

1 

1 

1 

r 

i 

I 

I 

J 

v^rr'-Xrí.; 


.  :  •v-y.v-". 

•  • •:^*.Vc:Sr 
•  •  •  • 


■mmm 

v.v  ••ivfcfcy.Ví 


• :  !•  f/;  »fí 

Viiá 

v,-:$ 

.•;.•••;  V'c'jrXví 


10.  Representar  la  siguiente  figura  en  caballera,  a  escala 
libre. 
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11.  Representar  la  siguieníe  figura  en  caballera,  a  escala 
libre. 


i 

M- 
.  *•  •*  •• 
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12.  ■  Representar.  la  sîguiente  figura  en  cabolíera,  a  escala 
lìbre 


13.  Representar  la  siguiente  figura  en  caballera,  a  escala 
líbre 


15:  Representar  la  figura  en  una  caballera  de  Cz=3/4. 


16.  Representar  ìa  siguiente  figura  en  cabaliera,  a  escala 
libre 


z 


14,  Representar  en  perspectiva  caballera  la  pieza  adjunta, 
dada  en  diédrica.  Tómese  Cx~  1 . 


^17,  Representar  en  perspectiva  caballera  la  pieza  dada  por 
sus  proyecciones  diédrtcas,  situándola  según  las  referencias  y 
con  coeficiente  de  reducción  en  el  eje  z  de  0,5. 
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S,  T  produce  en  la  siguienfe  figura: 


1 

R  1 
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9=135° 
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 2 
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19.  Dîbujar  el  corfe  que  el  plano  que  pasa  por  íos  puntos  R, 
S,  T  produce  en  la  siguienfe  figura: 


^i=0'5 

(p=135° 


20.  Dibujar  el  corte  que  el  plano  que  pasa  por  fos  puntos  R, 
S,  T  produce  en  la  sîguíente  figura: 


21 .  Dibujar  el  corfe  que  el  plano  que  pasa  por  los  puntos  R 
S,  T  produce  en  lc  siguíente  fígura: 


T 
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ji=0.5 
(p=1 35° 
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22.  Dibujar  la  pieza  resulfante  de  seccionar  el  sólido  dado 
por  el  plano  definido  por  los  tres  puntos  M,  N  y  P. 
Dimensiones  del  cubo  a  e  ección  del  alumno. 


23.  Dibu  ar  la  pieza  resulfaníe  de  cortar  el  sólido  dado  por 

el  plano  definido  por  los  puntos  A,  B  y  C,  eliminando  la  parfe 
anterior. 
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1.  DEFINICION  Y 
ELEMENTOS 


Se  llama  así  al  sistema  de  representación  que  se  basa  en  lo 
proyección  cilíndrica  ortogonal  del  espacio  sobre  un  planO/ 
llamado  plano  del  cuadro.  Tambìén  hay  axonometría  oblicua, 
por  ejemplo  la  caballera. 

Un  triedro  de  referencia  del  espacio  lo  proyectamos  de  la 
siguiente  forma: 


Como  se  ve,  en  la  proyección  nìnguno  de  los  ees  estó  en 
verdadera  magnitud.  Habró  por  tanfo  un  coeficíente  de 
reducción  para  cada  eje.  Su  valor  dependerá  de  la 
colocacíón  de  los  ejes. 


La  forma  de  representar  puntos,  rectas,  planos  y  cuerpos  es 
muy  similar  a  como  se  hace  en  la  perspectiva  caballera. 


2.  TIPOS  DE  AXONOMETRIA 
ORTOGONAL 


Según  sea  la  posición  de  los 
proyección,  salen  tres  tipos  de 


ejes  con  respecto 
axonométrica: 


ol  plano 


•  Trimétrica:  Lo$  tres  óngulos 
proyectados  son  distintos,  por  lo 
reducción. 


entre  los  ejes  coordenados 
que  hay  tres  coeficientes  de 


•  Dimétrica:  Dos  óngulos  entre  los  ejes  coordenados 
proyectados  son  iguales,  por  lo  que  dos  ejes  (en  la  figura,  e! 
eje  x  y  el  y)  tienen  el  mismo  coeficiente  de  reducción,  distinto 
del  que  tiene  el  tercer  eje. 


|iX=|I#|Ì2 
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•  Isométrica:  Hay  un  solo  coafícienté  de  reducción  para 
los  tres  ejes,  ya  que  los  íres  óngulos  entre  los  ejes  coor- 
denados  proyectados  son  iguûles  y  miden  120°.  Es  el  que 
más  se  usa,  y  es  eí  que  utilizaremos  a  partir  de  ahora.  - 


a=p=7^  1 201 


|Lix=|Lly=(Iz 


3.  COEFICIENTE  DE 
REDUCCIÓN  EN  ISOMÉTRICA 


En  caballera  vimos  que  el  coeficieníe  de  reducción  podía  ser 
cualquiera.  Sin  embargo,  en  isoméírica  no  es  así,  tiene  un 
valor  siempre  igual.  Vamos  a  deducir  su  valor. 

Supongamos  que  el  plano  de  proyección  corta  a  los  ejes 
espaciales  a  una  distancia  del  origen  igual  a  la  unidad.  Por 
definición,  la  proyección  de  esía  distancîa  seró  precisamente 
ef  valor  del  coeficiente  de  reducción  p. 

En  el  plano  de  proyección  se  nos  forma  un  triángulo 

equilótero  de  lado  a  =  V2  ,  ya  que  a  es  la  hipotenusa  de 
un  triángulo  recfcmgulo  cuyos  cateíos  son  segmentos  en  los 
ejes  en  el  espacio  que  miden  1. 


cos  30°  = 


_s  ýA 


Por  tanfo, 


H  =  j-  =  0'81  =  0'8 
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Es  decir,  en  isométrica  el  coeficiente  de  reducción  no  toma  un 
valor  cualquiera,  sìno  que  es  siempre  08.  Sin  embargo,  a 
veces  se  coge  como  valor  1,  que  es  lo  mismo  que  hacer  el 
dibujo  un  poco  moyor,  a  escala  5:4.  Pero  si  no  se  dice  nada, 
hoy  que  coger  el  valor  normal  0'8. 


4.  GRADUACIÓN  GRÁFICA  DE 


■  •  ••• 


T  yi j  ’  •' 


LOS  EJES 


Se  llamo  triángulo  de  trazas  a  aquel  que  es  paralelo  al  plano 
de  proyección  y  tiene  sus  vértices  en  los  ejes.  Estó  en 
verdcdera  magnitud,  pues  es  parafelo  al  plano  de 
proyección.  El  origen  de  coordenadas  es  el  ortocentro  de 
todo  triángulo  de  trazas,  y  las  proyecciones  de  los  ejes 
coordenados  son  perpendiculares  o  sus  lados  opuestos.  Por 
ejemplo,  en  el  dibujo,  la  proyección  del  eje  z  es 
perpendicular  al  lado  AB. 


Paro  graduar  gráficamente  los  ejes  coordenados  (y  esto  vole 
no  sólo  p aro  la  isométrica,  sino  también  para  cualquier 
axonométrica),  se  halla  un  trióngulo  de  trazas,  que  es  un 
trióngulo  cualquiera  con  los  (odos  perpendiculares  a  loseies 
y  con  los  vértices  sobre  ellos.  Se  abote  el  triángulo  AOB 
alrededor  de  AB.  E!  punto  (0)  abatido  del  origen  estaró  en  lo 
intersección  de  la  perpendicular  desde  0  ol  segmento  AB  con 
el  arco  capaz  de  90°  del  mismo  segmento'AB,  ya  que  el 
triángulo  AOB  es  rectángulo. 

Una  vez  abatido  el  tríángulo  AOB;  $e  llevan  ìas  unidades  en 
esos  ejes  -que  están  en  verdadera  magnitud-  y  se  trazan  por 
ellas  perpendiculares  a  AB,  que  divide  a  las  proyecciones  de 
los  ejes  en  las  unidades  proyectadas  que  buscóbamos. 
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5.  DIBUJO  DE 
CIRCUNFERENCIAS  EN 
ISOMÉTRICA 


Estas  circunferencias  se  proyectan  reaimente  como  elipses, 
pero  se  suelen  aproximar  a  óvalos,  que  son  curvas  formodos 
por  cuatro  arcos  de  circunferencia  tangentes  entre  sí. 

Para  dibujarlas,  la  circunferencia  se  inscribe  en  un  cuadrado, 
y  éste  se  dibuja  en  isométrica,  Se  unen  los  puntos  medios  de 
los  lados  con  los  vértices  que  son  ángulos  obtusos,  Los 
puntos  de  intersección  de  esas  rectas  son  los  centros  de  los 
arcos  latera les,  y  los  vértices  A  y  0  son  los  centros  de  los  otros 
dos  arcos  más  pequenos,  Los  puntos  de  unìón  (tangentes)  de 
los  arcos  son  los  puntos  medios  de  los  lados  del  cuadrado. 


Si  la  circunferencîa  está  en  un  plano  paralelo  a  los 
coordenados,  se  hace  igual,  pero  dibujando  el  cuadrado  que 
circunscribe  a  lo  circunferencia  en  ese  plano. 


6.  RELACIÓN  CON  EL 
SISTEMA  DIÉDRICO 


A  la  hora  de  resolver  algunos  problemas,  como  medir 
ángulos,  verdaderas  magnitudes  de  segmentos,  distancias, 
etc,  puede  ser  útil  considerar  un  sistemo  diédrico  que  tenga  la 
línea  de  tierra  en  el  eje  X  (o  en  eje  Y),  y  los  planos  XZ  e  YX 
como  planos  vertical  y  horizontal  de  referencia.  Así  se  puede 
resolverel  problema  planteado  en  diédrica. 

EJERQQO  RESUEiJO  1 

Hallar  el  óngulo  que  el  plano  a  forma  con  los  planos 

coordenados. 

•  .  . 

Se  dibuja  el  plano  a  en  diédrica,  tomando  eì  eje  X  como  LT, 
y  se  halla  el  óngulo  que  forma  una  recta  de  máxima 
pendiente  con  el  plano  horizontal  XY.  También  se  halla  el 
óngulo  que  una  recta  de  máxima  inclinación  forma  con  el 
plano  vertical  XZ. 


Para  obtener  el  óngulo  que  forma  con  el  plano  YZ,  se  coge 
un  nuevo  sistema  diédrico  que  tenga  ía  LT  en  el  eje  Y,  y  se 
halía  el  óngulo  que  forma  una  recta  de  móxima  inclinación 
con  el  plano  vertical  YZ. 


EJERCICIO  RESUELTO  2 

Deíerminar  la  sección  que  el  plano  definido  por  ía  recta  r  y  el 
punto  P  produce  en  el  prisma  recto  dado,  cuya  base  se  sitúa 
en  el  plano  horizontal  OXZ. 


P=P2=P3 


EJERCICIO  RESUELTO  3 

En  el  sistema  isométrico  de  ìo  figura,  calcular  la  intersección 
de  la  recta  AB  con  la  pieza  representada. 


Basta  con  hacer  un  plano  proyectante  vertical  que  pase  por  la 
recta  AB^  y  hallar  el  corte  que  produce  al  cuerpo.  Lq 
infersección  del  ese  corte  con  la  recta  AB  seró  la  solución. 


EJERCICIO  RESUELTO  4 

Determinar  la  secclón  que  el  plano  definido  por  los  puntos  A, 
B  y  C  produce  en  el  cuerpo  pofíédrico  de  la  figura. 


Podemos  prolongar  las  caras  y  suponer  el  prisma  completa. 
El  corte  entonces  sale  inmediato. 


EJERCICIOS  PROPUESTOS 


1.  El  trióngulo  ABC  es  el  tríángulo  de  trazas  de  una 
perspectiva  axonométrîca.  Díbujar  los  ejes  y  graduar  cada 
uno  con  tres  marcas  que  correspondan  a  centímetros  en 
verdadera  maqnitud. 


C 


2.  Los  puntos  L,  M  y  N  pertenecen  a  las  aristas  laterales  de 
una  pirámide  oblicua  de  vértice  el  punto  V,  y  su  base  estd  en 
el  pano  XOY.  Dibujar  la  pirámide  indicando  las  líneas 
ocultas. 


3.  Representar  en  perspectiva  isométrica  la  pieza  adjunta. 


4.  Determinar  la  sección  producida  en  la  pieza  dada  por  el 
plano  definido  por  los  puntos  A,  B  y  C. 


5.  Deferminar  la  sección  producido  en  el  prisma  por  el 
plano  definido  por  los  puntos  A,  B  y  C. 
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7.  Las  rectas  r  y  s  pertenecen  a  un  plano  cuyas  rectas 
horízontales  (paralelas  al  XY)  forman  60°  con  el  ZY.  Hallor  la 
proyeccíón  directa  de  la  recta  s. 


8.  Las  rectas  r  y  s  están  situadas  en  el  plano  horizontal  deî 
sistema  îsométrico  dado.  Calcular  el  valor  del  ángulo  que 
forman, 

z 

í 

í 


: 

ï 


9.  Hallar  ía  verdadera  magnitud  de  ía  longítud  del 
segmento  AB,  que  es  parolelo  al  plano  XOY. 


10.  Dibujar  en  perspectiva  isométrica  el  cuerpo  definido  por 
sus  Dadas  las  proyecciones  de  la  pieza  siguiente,  en  el 
sistema  diédrico,  dibujarla  en  isométrico  (no  aplicar 
reducción). 


11.  Represeníar  en  perspectiva  isométrica  la  pieza  adjunta, 
dada  en  diédrica. 
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Este  sistema  se  basa  en  la  proyección  de  los  punfos  del  espacio 
sobre  un  plano  llamado  p/ano  del  cuac/ro,  PC,  desde  un  punto 
V‘  llamado  punto  de  v/sfo. 

La  proyección  del  punto  Q  será  Q',  que  es  la  intersección  deì 
rayo  proyectante  VQ,  con  el  plano  del  cuadro  PC. 


Podemos  disfinguir  los  siguientes  elementos; 

Píano  del  cuadro,  PC:  Es  el  plano  sobre  el  que  se  proyecta  el 
objeto.  Es  el  correspondiente  a  nuestra  lámina. 

Punto  de  vista ^  V:  Es  el  punto  del  que  parten  todos  los  rayos 
proyectantes,  lamados  visuales.  Coincide  con  la  situación  del 
obsen/ador. 

Plono  geometrol,  PG:  Plano  horizontol  de  referencia.  Co- 
rresponde  al  suelo. 

Línea  de  tierrO;  LT:  Es  la  intersección  del  plano  del  cuadro  y  el 
geometral. 

Línea  del  horizonte,  LH:  Es  la  intersección  del  plano  del  cuadro 
con  un  plano  paralelo  ol  plano  geometral  que  pasa  por  V.  Es 
una  línea  parolela  a  la  línea  de  tierra  y  g  una  altura  igual  a  la 
del  punto  de  vista  V'. 

Punto  principal,  P:  Es  la  proyeccíón  ortogonaî  de  V'  sobre  el 
plano  del  cuadro. 
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1.  PUNTO  DE  FUGA  DE  UNA 
DIRECCIÓN  HORIZONTAL 


Sea  A  un  punto  del  plano  geometral  y  A'  su  proyección  cónica. 
Si  vamos  alejando  e(  punto  A,  el  rayo  V'A  se  va  haciendo  cada 
vez  mós  horizontal  y  A1  se  va  acercando  a  ìa  LH.  Cuando  A  esté 
en  el  infinito,  A'  estará  en  la  LH.  Por  eso,  la  LT  es  la  perspectiva 
cónica  de  los  puntos  del  infinito  del  PG. 


Todas  las  rectas  pardlelas  coníenidas  én  el  PG  se  cortan  en  un 
punto  del  infinito,  por  ío  que,  en  cónica,  se  cortan  en  un  punto 
de  la  LH,  llamado  punfo  ale  fuga,  F,  de  esa  dîrección.  Hay  uno 
para  cada  dirección. 

Para  hallar  el  punto  de  fuga  de  una  recta  r,  se  une  Vf  con  eí 
punto  infrnito  de  esa  recta,  trazando  por  V  una  paralela  a  r, 
Esa  recta  corto  al  plano  del  cuadro  en  F,  que  estó  en  la  LH,  Si 
cogemos  otra  recta  s  paralela  a  r,  para  hallar  la  perspectiva 
cónica  de  s«  se  hace  la  mismo  construcción  y  nos  vuelve  a  salir 
F.  Porianto,  hay  un  único  punto  de  fuga  para  cada  dirección. 


Todo  línea  horizontal,  aunque  no  estó  en  el  píano  geometral, 
tiene  su  punto  de  fuga  enda  LH. 

La  perspectiva  cónica  de  la  recta  rserá  r',  que  se  obtiene  como 
unión  entre  F  y  la  intersección  de  r  con  ia  LT. 

Un  segmento  vertical  tiene  de  perspediva  cónica  otro 
segmento  paralelo  al  original,  pero  de  distinta  magnitud. 


2.  CONSTRUCCIÓN 
PRÁCTICA  DE  UNA 
PERSPECTIVA  CÓNICA 


Una  vez  vistos  los  fundamentos  de  este  sistema,  veamos  cómo 
se  dibuja  la  perspectiva  cónica  en  un  caso  concreto. 
Supongamos  que  queremos  dìbujar  un  objeto  de  forma 
paralelepipédica,  cuyas  aristas  horizontales  y  tienen  sólo  dos 
direcciones. 

Se  parte  de  la  planta  y  alzado  de  la  figura,  con  la  situación  de 
V,  LT,  LH  y  PC  fijados.  La  planta  la  necesitamos  a  escala,  y a 
que  sobre  ella  haremos  construcciones  auxiliares.  $in  embargo 
ei  alzado  sólo  nos  intereso  en  croquis,  para  saber  las  alturas  de 
los  detalles  del  objeto. 

En  la  planta  se  trazan  por  V  rectas  paralelas  a  los  direcciones 
de  las  oristas,  así  como  una  perpendicular  al  PC.  Así  hallamos 
el  punto  P  y  los  puntos  de  fuga  Ft  y  F2  de  las  dos  direcciones 
principales  del  objeto,  que  estdrón  en  la  LH. 

Prolongamos  en  planta  los  aristas  hasta  que  corten  al  PC  en 
los  puntos  1,  2,  3...  Se  llevan  esos  puntos  a  la  LT  y  se  unen  a 
los  correspondientes  puntos  de  fuga  de  las  direcciones  Fj  o  F2. 
La  intersección  de  esas  rectas  es  la  perspectiva  cónica  de  la 
planto  del  cuerpo. 

Para  subir  las  alturas,  los  caras  verticales  se  suponen  pro- 
longodas  hasta  el  PC,  donde  las  alturas  esfón  en  verdadera 
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magnitud.  Es.decir,  desde  el  punto  1  se  sube  la  aitura  y  se  fuga 
o  F2.  Subiendo  verticales  desde  A  y  B  tenemos  la  cara 
delantera.  Fugando  y  subiendo  verticales  desde  los  vértices  de 
la  base  obtenemos  todo  el  cuerpo. 

LH 


T 

I 

I 


Método  de  las  visuales 

Si  ienemos  la  recio  r  y  quererrios  situar  en  ella  los  puntos  A  y  B, 
basta  con  llevar  en  lo  plonta  dos  visuales  desde  V,  que  cortan 
al  PC  en  los  puntos  1  y  2.  Se  llevan  a  nuestro  dibujo  en  la  LT  y 
se  suben  verticoles.  Las  intersecciones  con  la  perspectiva  de  la 
recta  r  nos  dan  los  puntos  A  y  B. 

Esto  es  debido  a  que,  en  planta,  la  recto  VA  tiene  su  punto  de 
fuga  en  el  punto  1,  luego  su  proyección  cónica  seró  la  recta 
que  sale  de  1  y  vo  a  su  punto  de  fuga  (F,),  que  es  una  recta 
aerpendicular  a  LT.  El  corte  de  VA  con  r  es  el  punto  A.  lgual  se 
nace  con  el  punto  B. 

Este  método  necesita  tener  la  perspectiva  de  una  recta  r,  que 
hay  que  hallarla  por  el  método  normal. 


3.  VARIACIÓN  DE  LOS 
ELEMENTOS 


Situación  del  plano  del  cuadro 

%  •  •  •  • 

Su  posición  respecto  al  objeto  dependeró  de  qué  parte  del 
cuerpo  queremos  que  se  veo. 


Cuanto  mós  cercano  al  objeto,  mós  grande  sale  el  dibujo,  pero 
también  mós  deformado. 


Situación  dei  punto  de  vista 

Cuanfo  mós  cercano  se  encuentre  el  punto  de  visfa  al  PC,  mós 
juntos  saldrón  los  puntos  de  fuga  y,  por  tanto,  la  perspecfivo 
tiene  mós  disforsión. 


EJERCICIO  RESUELTO  1 

Dibujar'la  perspectiva  cónica  con  los  datos  que  se  dan. 
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4.  PERSPECTIVA  CÓNICA 

CENTRAL 


5i  situamos  el  plano  del  cuadro  porolelo  a  una  arista  h°' 
rizontal  del  objeto,  la  perspectivo  cónica  que  obtenemos se 
llamo  central. 

El  punto  de  fuga  de  la  dirección  paralela  al  PC  estó  en  & 
infinito,  con  lo  que  las  rectos  de  esta  dirección  se  represefl,an 
paralelos  a  la  LT.  Ei  otro  punto  de  fuga  coincide  con  el  pjrlt0 
principal  P.  En  este  caso  particular  de  la  perspectivo  cónico  es 
recomendabfe  utiíizar  e!  método  de  las  visuales. 


LH 


LT 


2  1 


Se  emplea  mucho  en  la  representación  de  interiores  ^ e 
edificios,  ya  que  acentúa  lo  profundidad  y  ademós  se  pue<fen 
repre sentar  cinco  de  las  seís  paredes  de  una  habiíación,  co$a 
difícil  en  una  perspectiva  cóníca  oblicua. 


EJEROCIO  RESUETO  2 

Dibujar  el  cubo  después  de  una  traslación  paralela  a  la  arista 
a,  y  de  mcgnitud  2a.  '  . 


El  cubo,  ol  trasladarse,  seguirá  teniendo  las  aristas  paralelas 
al  origìnal.  Y  como  es  una  perspectiva  central,  en  las  líneas 
horizontales  se  conservan  las  proporciones.  Por  tanto  basta 
llevar  dos  veces  ía  longitud  a,  y  construir  ahí  el  cubo  fugando 
ías  líneas  al  mismo  punto. 


EJERGOO  RESUELTO  3 

Representar,  en  la  perspectiva  lineal  que  se  ofrece,  la  nueva 
posición  del  cubo  de  lado  a  cuando  se  le  ho  girodo  135° 
olrededor  de  su  arista  vertical  e. 


Analizando  la  planto  en  el  croquis,  se  observa  que  las 
diogonales  de  as  bases  del  cubo,  después  de  gìrado,  se 
ponen  alineadas  con  las  aristas  originales.  Por  tanto 
podemos  hallar  los  puntos  de  fugo  de  las  diagonales  y 
empezar  a  dibujar  la  base  del  cubo  girado: 
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EJERQOO  RESUELTO  4 


Para  hallar  ías  dimensiones  del  cuno  gîrado,  se  observa  que 
la  diagonal  CB  de  la  cara  posteriory  la  CB'  de  la  base  girada 
estón  en  un  mismo  plano  paralelo  al  del  cuadro,  por  lo  que 
sus  dimensiones  deben  ser  iguales. 


Uno  vez  hallado  B',  dibujor  el  resto  del  cubo  no  fiene 
dificultad. 


a 


5.  TEOREMA  DE  TALES  EN 
CÓNICA 


El  Teoremo  de  Tales  dice  que  dos  rectas  de  un  plono 
cortodos  por  un  hoz  de  rectos  parolelos  quedon  divididas  en 
segmentos  proporcionales.  En  perspectivo  cónica,  las  rectos 
porolelos  fugon  o  un  mismo  punto,  y  si  estón  en  el  plono 
geometrol,  el  punto  de  fuga  estará  en  lo  líneo  del  horizonte. 
Teneinedo  en  cuonto  que  en  lo  Líneo  de  Tierro  îos  medidos 
estón  en  verdadera  mognitud,  puede  servirnos  para  dividir 
segmentos  en  portes  iguoles. 


I 


Anadir  o  là  perspectiva  de  escalera  un  tercer  peldano  cuya 
huella  (parte  horizontal)  duplica  a  las  anteriores,  y  dividir  fa 
primera  contrahuella  (parte  vertical  en  cinco  baldosas  de 
idéntíca  anchura. 


j  i 

ltt: 

Para  hallar  ia  profundidad  del  tercer  escalón  en  la  línea  B'H, 
unímos  B'  con  un  punto  cualquiera  B  de  ia  LT.  Al  unir  B  con  B' 
y  prolongar,  obtenemos  el  punto  de  fuga  F1  de  esa  dirección. 
Basta  con  llevar  la  distancia  BH  de  nuevo  en  la  LT,  para 
obtener  el  punto  C,  el  cual,  fugado  a  F 1  nos  delimita  la 
profundidad. 

Para  hallar  la  altura,  llevamos  desde  H  (que  esté  en 
verdadera  magnitud)  la  altura  total,  y  fugamos.  También  se 
podría  hacer  con  la  diagonal  representada. 


Por  último,  para  dividir  la  contrahuella  tal  como  nos  piden, 
llevamos  hacia  ía  izquierda  cinco  partes  iguales  de  longitud 
cualquiera  en  la  LT,  a  pariir  del  punto  H,  y  obtenemos  el 
punto  A.  Lo  unimos  con  A'  y  obtenemos  el  punto  de  fuga  F2 
de  esa  dírección.  Basta  con  unirlo  con  las  cinco  divisiones  en 
la  LT  para  tener,  por  Tales,  el  segmento  A'H  divídido  en  cinco 
partes  iguales. 
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EJERCICIO  RESUELTO  5 


v 


EJERCICIO  RESUELTO  ó 


A.partir  del  cubo  dado,  aplicarle  una  homotecia  de  razón 
2/3  y  centro  de  homotecia  el  vértice  P. 


Como  es  una  perspectiva  central,  las  líneas  horizontoles 
conservan  las  prooporciones.  Por  tanto  en  una  arista 
horizontal  (también  podría  ser  en  una  vertical)  aplicamos  la 
homotecia  sìn  problemas,  y  construimos  una  cara. 


Para  obtener  la  profundidad,  podemos  suponer  una  LT  en  la 
arista  inferior  y  aplicar  el  Teorema  de  Tales  en  cónica. 
Llevamos  fres  segmetos  iguales,  unimos  el  punto  final  A  con 
el  A1,  obtenemos  el  punto  de  fuga  F1  y  lo  unimos  con  B.  Así 
obtendríamos  el  vértice  B'. 

Otra  posìbilidad  es  usar  la  diagonal  CA'  de  la  cara  inferíor. 
Es  paralela  a  la  del  cubo  solución,  por  lo  que  fugarán  al 
mismo  punto  F2. 


F1 


F2 


Hallar  el  corte  del  cubo  por  el  plano  que  pasa  por  los  tres 
puntos  A,  B  y  C. 


Sabemos  que  las  rectas  de  corte  en  caras  paralelas  son  rectas 
paralelas,  pero  como  estamos  en  perspectivc  cónica,  no  se 
dìbujan  paralelas.  Pero  basta  con  prolongar  algunas  caras 
(proiongando  las  aristas)  para  obtener  el  corte.  Empezamos 
con  al  recto  AB,  que  es  del  corte.  Prolongando  las  aristas 
llega  a  las  otras  caras  y  así  unir  con  C. 


i. 


l* 


EJERCICIOS  PROPUESTOS 


Realizar  las  perspectivas  cónicas  a  escala  2:1  de  los  si- 
guìentes  dtbujos: 


3. 


1. 


ILH) 


(LT) 


ALZADO 


(LH) 


. 

\' 

.  .  ... 
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% 

A*  ; 
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(LT) 


ALZAOO 


S  4. 


(LH) 


(LT) 


(LH) 


<LT) 

i 

1 

ALZADO 
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7.  Dibu  ar  en  perspectiva  cónica  el  siguiente  conjunto,  a 
escala3:  . 


8.  Realizar  la  perspectiva  cónica  del  edificio  adjunto,  a 
escala  2:1. 


Z\ 


ALZADO 

(LH) 

(LT) 

9.  Dibuiar  lc  perspectiva  cónica  dei  sólido  adjunto,  a 
escala  doble.  Cotas  en  milímetros.  -  .  .. 


ALZADO 


LH 

CM 

O 

> 

, . 

(O 

'  ■ 
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1 

O 

(LT) 
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16 
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24 
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18 
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10.  Dibujar  en  perspectivo  cónica  el  conjunto  representado. 


I. 
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1 J.  Dibujor  en  perspecfivo  cónica  oblicua  lo  figuro  dado  por 
sus  dos  proyecciones,  siendo  el  ale|amiento  del  punto  de  vista 
vV'=60  mm,  lo  cofo  w'=  32  mm  y  la  escalo  2:1,  tonto  en  los 
datos  como  en  las  cotos. 


ALZADO 


1 2.  Dodos  lcs  proyecciones  diédricos,  dibujor  la  perspectiva 
cónico  frontaf  de  esfe  módulo  obtenido  a  partir  ce  un  cubo 
de  15  mm  de  arista.  Coordenadas  del  punto  de  vista:  V(-95, 
125,  75).  Origen  de  coordenadas:  0.  No  borrar  las 
consfrucciones  auxiíiares. 


ALZADO 


PLANTA 

«I 

o, 

13.  Dibujar  en  perspediva  cónica  la  figura  definida 
vistas.  Datos:  alejamiento  del  punto  de  vista  vV 


cota  w'=80  mm,  óngulo 
1:1. 


por  sus 
80  mm, 

30°;  cotas  en  milímetros;  escala 


ALZADO 


15 

JSj 

15 

25  |  15 

15 

15 

r  * 

r  - 

14.  Dados  los  cuadrados  A  y  B  en  perspectivo  cónica 
oblicua,  inscribir  dos  círculos  en  éstos  según  el  sisfema 
cónico. 
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15,  Díbujar  en  perspectivo  cónica  la  figuro  definida  por  sus 
vistas;  cotas  en  Igs  mismas. 

Datos:  alejamiento  del  punto  de  vista  v‘  V  ~  60  mm,  cota 
vv  ™  40  mm,  ángulo  =  30°  y  escala  E  ~  2:1. 


ALZADO 


que  se  conocen  las  proyecciones  cónicas  de  sus  extremos. 


17,  Díbujar  en  perspectiva  cónica  la  figura  definida  por  sus 
vistas.  Datos,  vV  -  60  mm;  escala  2:1. 


(LH) 

(LT) 

18.  Dibujar  en  perspectiva  cónica  la  figura  definida.  Datos. 
vV  =  80  mm;  escala  2:1 . 


(LH) 


ALZADO 

(LT) 

19.  Hallar  en.verdaderà  magnitud  la  longitud  de  la  diagonal 
del  cubo  dado  en  perspectiva  y  situada  sobre  el  suelo. 


•» 


LT 


t 


y. 
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TEMA  17 


1.  NORMAS 


Hay  una  serie  de  trabajos  destinados  a  unificar  criterios, 
dimensiones,  notaciones,  etc.,  con  el  fin  de  racionalizar  la 
producción  y  crear  una  simbología  comprensible  por  todos. 
Esto  queda  reflejado  en  las  normas  que  von  dictando  or- 
ganismos  nacionales  o  internacíonales.  Algunas  son  de  obli- 
gatorio  cumplimiento,  y  otras  son  recomendaciones. 

Las  ventajas  que  la  normalización  conlleva  son,  entre  otras: 
menor  costo  de  fabricación,  facilidad  de  repuesto,  inter- 
cambiabilidad,  fabricación  en  serie,  mayor  calidod,  etc. 

En  cada  país  hay  un  conjunto  de  normas.  Las  más  impor- 
tantes  son: 

Alemania:  DIN  (Deutsche  Industrie  Normen). 

Espana:  UNE  (Una  Norma  Espanola). 

EEUU:  ASA  (American  Standard  Association). 
Internacional:  ISO  (Internationol  Orqanization  for 
Standardization). 


En  Esparía,  las  normas  UNE  estón  clasificadas  en  58 
apartados  numerados.  Por  ejemplo:  1  Asuntos  generales.  2 
Nomenclatura.  42  Arquitectura.  Las  normas  se  desígnan  por 
un  número  en  el  cual  las  dos  primeras  cífras  indican  el 
apartado  y  las  tres  síguientes  son  el  número  propio  de  la 
norma.  Porejemplo:  42015. 


2.  NORMAS  UNE  SOBRE  LOS 
FORMATOS  DE  PAPEL  EN 
DIBUJO  TÉCNICO 


Se  parte  de  un  formafo  de  dimensiones  a  yav2  y  un  órea 
de  1  m2,  que  es  el  tamano  A0:  0'841  x  ì  ‘1 89  m. 

Dividiendo  el  lodo  mayor  en  dos  partes  iguales,  sale  otro 
formato  con  la  misma  proporción  de  lados  y  lo  mitad  de 
óreo,  el  Al:  0'594  x  0841  m.  Dividiendo  sucesivamente  el 
lado  mayor,  saíen  el  resto  de  los  formatos: 


A0:  0'841  x  1'189  m 
A1 :  0594  x  084 1  m 
A2:  0'420  x  0'594  m 
A3:  0'297  x  0'420  m 
A4 :  0'2 1 0  x  0'297  m 
A5:  O'l  48  x  0'210  m 
A6:  0*105  x  0’1 48  m 
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3.  NORMAS  SOBRE 
ACOTACIÓN 


Líneas  de  coîas 


Uno  pieza  estó  perfectamente  acotada  cuando  tiene  el 
número  suficiente  de  cotas  para  su  determmoción  geo- 
métrica.  Cada  dimensión  debe  acotarse  una  sola  vez.  Se 
utilizan  los  siguientes  elementos: 


Líneas  de  referencia 

•  Son  de  trazo  continuo  y  fino. 

•  Deben  sobrepasar  las  líneas  de  cota  en  2  ó  3  mm. 

•  Deben  salir  de  una  sola  vista. 


•  .  •  •  v 

•  No  se  deben  cortar  entre  sí. 


•  Deben  ser  perpendiculares  a  la  dimensíón  que  acotan. 


15 


•  Deben  ser  paralelos  a  la  dimensión  que  acoton  y  exteriores 
a  la  vista,  si  e$  posible, 

•  La  separación  será  proporcional  al  dibujo  pero  a  una 
distancia  de  la  vista  de  al  menos  8  mm,  y  de  5  mm  entre  sí. 

•  Deben  ser  de  trozo  continuo  y  fino,  sin  utilizar  ejes  ni  aristas 
como  líneas  de  cotas. 

•  No  se  deben  hacer  en  prolongación  de  ios  aristas. 

•  Si  no  hoy  espacio  suficiente,  se  hace: 


•  Al  acotar  un  arco  o  un  cmgulo,  es  un  arco  concéntrico: 


*  Si  lo  que  se  acota  es  la  cuerda: 


•  No  deben  cortarse  las  líneas  de  cota  enfre  sí  ni  con  las  de 
referencia.  Por  ello  las  líneas  de  cota  más  largas  deben  ir 
más  alejadas  de  la  figura  que  las  cortas,  o  acotar  en 
proìongacíón. 


I 

V 

r 
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*  Si  hoy  eje  de  simetría,  no  se  acota  respecto  o  él,  sino  entre 
puntos  simétricos. 


Flechas  de  cota 

•  Formará  un  ánguio  en  el  vértice  de  15°.  En  la  práctica, 
esto  significa  que  aeben  ser  estrechas. 


~  bien 

►  mal 

>  mal 


Cifras  de  cota 

•  Se  pondrá  sobre  la  línea  de  cota,  en  la  misma  direccíón 
que  ella,  de  izquierda  a  derecha  y  de  abajo  a  arriba. 


•  Senaíarán  la  verdadera  dimensión,  aunque  el  dibujo  esté  a 
escala. 

•  Se  pondrón  centrados,  sin  cortar  a  otras  líneas. 

•  En  dibujo  mecónico,  la  unidad  será  el  milímefro.  En  cons- 
trucción,  el  centímetro  o  el  metro. 


Los  radios  se  acotgn  con  una  línea  de  cota  con  una  soìa 
flecha.  Para  senalar  el  centro: 


Los  diómetros  se  acotan  interiormente  si  hay  espacio,  y  si  no, 
exteriormente.  La  línea  de  cota  se  debe  poner  inclinada. 


Los  arcos  mayores  de  1 80°  se  acotarcm  por  su  diámetro. 

Si  se  acota  una  dimensión..^  que  no  aparece  en  la 
provección  como  tal,  se  debe  anteponer  a  la  cifra  de  cota  el 
símaolo  0. 


Las  cotas  de  posición  de  taladros  y  elementos  con  eje  se 
referirán  a  dicho  eje  y  no  a  los  contornos. 


185 


■WiWWigWWi 


I 

I 

i 

[ 

i 

i 


4.  REPRESENTACIÓN 
NORMALIZADA  DE  UN 
OBJETO  POR  SUS  VISTAS 


Todo  objefo  puede  ser  representado  por  sus  proyecciones 
sobre  seis  planos  perpendiculares.  Las  proyecciones 
obtenidas  se  ilaman  v/stos  del  sólido. 

La  colocación  de  los  vistas  de  una  figura  se  hace  siempre 
alrededor  del  alzado/a  unas  distancias  similares  unas  de 
otras,  y  coincidiendo  las  aristas  y  puntos  según  rectcs  ver- 
ticales  y  horizontales. 


PLANTA 

SUPERIOR 


ALZADO 

POSTERIOR 


PERFIL 

DCHO. 


PLANTA 

INFERIOR 


Háv  dos  sistemas  en>la  colocación  de  estas  vistas:  el  europeo 
y  el  americano.  En  el  europeo,  el  perfil  derecho  se  sitúa  a  la 
izquierda  del  alzado;  la  planta  superior,  debajo  de  él,  etc.  En 
el  sistema  americano,  el  perfil  derecho  va  a  la  derecha  deí 
alzado;  la  plonta  superior,  encima  de  él,  etc. 


1 

PLANTA 

INFERIOft 

• 

PERFIL  ALZADO 

DCHO. 


PLANTA 

SUPERíOR 


I 

I 

I _ 


PERFIL 

IZDO. 


ALZAÛÛ 

POSTERIOR 


SISTEMA 

EUROPEO 


PLANTA 

SUPERÍOR 


I 

_ I 


PERFIL  ALZADO  PERFIL  ALZADO 

IZDO.  DCHO.  POSTERIOR 


SISTEMA 

AMERICANO 


Si  no  se  especifica  lo  contrario,  usaremos  el  sistema  europeo 
y  sólo  tres  vistas:  el  alzado,  la  planta  superior  y  un  perfil,  el 
que  represente  mejor  al  cuerpo. 


PLANTA 

INFERIOR 


5.  SECCIONES  Y  CORTES 


Al  representar  un  objeto,  hay  que  dar  fa  información 
necesaria  para  que  esté  totalmente  definida,  pero  sin  dar  la 
misma  información  dos  veces.  Por  eso,  aunque  en  general 
tres  vistas  representan  un  objeto,  si  con  dos  queda  definido, 
no  se  debe  dar  la  tercera  vista.  Y-si  por  su  simetría  quedo 
definida  con  una  sola  vista,  no  se  deben  dar  dos. 

•  •  s 

En  esos  cosos  y  en  otros  en  los  que  hay  detalles  interiores, 
paro  que  l'a  figuro  quede  correctomente  definido  se  recurre  a 
dibujarla  seccionada  de  manera  que  quede  al  descubierto  la 
parte  interna  del  objeto. 


Cuando  un  cuerpo  es  cortado  por  un  plano,  se  seporan  las 
dos  partes  resultantes,  y  se  representa  una  de  ellas.  La  zona 
del  moterial  que  es  cortada  por  el  plano  se  llama  sección,  y 
se  representa  con  un  rayado  a  45°.  Por  tanto  sección  es  la 
superficie  de  contacto  entre  la  pieza  y  el  plano  secante, 
mientras  que  un  corte  representa  la  sección  y  la  parte  del 
cuerpo  situada  detrás  del  plano  secante. 

CORTE 
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Se  puede  elegir  un  único  plano  de  corte,  varios  planos 
sucesivos,  dos  planos  concurrentes  en  un  eje,  corte  a  un 
cuarto  (también  llamado  medio  corte  o  semicorte),  etc.  La 
posición  de  esos  planos  secantes  se  indica  en  una  de  las 
vistas  distintas  a  ìas  del  corte,  por  ejemplo  en  la  planta.  Se 
indìca  con  una  línea  fina  de  trazo  y  punto,  gruesa  en  los 
extremos  y  en  los  cambios  de  dirección.  El  sentido  de 
observoción  del  corte  se  indica  con  dos  flechas,  junto  con  dos 
letras  que  indican  el  plano  de  corte.  Si  hay  varios  planos  de 
corte,  se  pone  A-A;  B-B;  etc.  Y  en  la  vista  que  representa  al 
coríe  se  anadeÁA 

En  algunos  casos,  sólo  necesitamos  representar  pequenos 
detalles  interiores  de  una  pieza.  En  estos  casos  no  será 
necesario  un  corte  total  o  al  cuarto,  y  seró  suficiente  con  un 
corte  parcial  o  mordedura.  El  corte  se  delimitaró  mediante 
una  línea  fina  y  ligeramente  sinuosa.  " 


corte  parcial  o 
mordedura 


EJERCíOO  RESUELTO  1 


Rerlacionar  las  .secciones  representadas  con  los  cortes 
indicados  en  la  figura,  rellenando  la  tabla  que  se  adjunta. 


Sección  1  Sección  2  Secdón  3  Seccìán  4 


Corte 

Seccicm  (indicor  el  n°) 

A-A 

3 

B-B 

1 

C-C 

4 

D-D 

2 

6.  ALGUNAS 
SIMPLIFICACIONES 


•  Si  el  corte  es  por  dos  planos  concurrentes,  la  sección  se 
gira: 


i 

i 

i 

B-B 


B 


y 

CaMJLQ-X&v  ~ 

n  *  1. 


•  En  la  vista  seccionada  no  se  dibujan  líneas  discontinuas: 


i  i 

i  i 

MAL  BIEN 


•  En  la  sección  a  un  cuarto  se  representa  la  pieza  con  una 
parte  seccionada  y  con  la  otra  no,  separada  por  una  línea 
tina  de  punto  y  trazo.  En  ninguna  de  las  dos  zonas  se  ponen 
líneas  ocultas.  Ademós,  en  planta  no  se  indica  el  plono  de 
corte. 


i 


< 

i 

I 
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•  En  bs  píezas  sìmétricas  o  de  revolución  en  las  aue  hoya 
fuera  del  plano  de  corte  detalles  iguoles  regularmente 
repartidos  (agujeros,  nervios  de  refuerzo,  etc),  se  permite 
girarlos  y  ponerlos  en  el  pbno  de  corte.  Por  ejemplo,  los 
agujeros  pasantes  de  esta  pieza  cortada  a  un  cuarto: 


•  Los  nervios  de  refuerzo,  aunque  estén  cortados,  no  se 
representa  su  sección. 
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Cotas  perdidas  o  parciales:  cuando  se  acotan  medidas 
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simétricas,  se  puede  poner: 
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EJERCICIO  RESUELTO  2 

Acotar  b  pieza  representada,  realizando  en  bs  propias  vistas 
los  cortes  que  se  consideren  necesorios. 
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Hacemos  un  corte  a  un  cuarto.  También  damos  una 
mordedura  en  b  pbnta,  para  oclarar  el  interior  y  poder 
acotar  ahí  el  espesor.  Por  último  son  necesarias  10  cotas 
para  definir  tatalmente  la  figura. 
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EJERCICIO  RESUELTO  3 


Representar  y  acotar  en  diédrico  la  pieza  adjunta,  dando  las 
vistas,  cortes  y/o  secciones  que  se  consideren  necesarios.  Los 
agujeros  son  pasantes. 


Hacemos  un  corte  por  el  plano  de  simetría.  Para  obtener  las 
medidas  reales  de  la  perspectiva/  se  comprueba  con  la 
medida  de  60  mm,  que  sí  hay  coeficiente  de  reducción  de 
0.8.  Con  nueve  cotas  queda  definida  la  pieza. 


60 


EJERCICIO  RESUELTO  4 

Representar  el  corte  AB  de  la  pieza  en  la  posición  que  le 
corresponda. 


La  posición  que  le  corresponde  es  en  la  parte  superior,  según 
indican  las  flechos  del  corte,  alineado  con  la  planta. 

Para  obtener  la  forma  deí  corte,  puede  ser  útil  hacer  un 
croquis  de  la  pieza. 


EJERCIOO  RESUELTO  5 

Acotar  según  normas  la  pieza  representoda  por  sus  vistas 
diédricas,  anadiendo  los  cortes  y/o  secciones  que  se 
consideren  necesarios. 
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En  este  caso,  no  es  necesario  hacer  ningún  corte  ni  seccîón, 
pues  la  pìeza  es  clara.  Solamente  hay  que  definirla 
dimensionalmente,  y  con  9  cotas  bien  escogidas  es  suficiente, 
por  ejemplo: 
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EJERCiOO  RESUEL70  6 

La  pieza  1,  represenfada  en  eí  dîbujo  isométrico,  tiene  en  su 
interior  un  hueco  que  se  ajusta  a  la  pieza  2.  Represenfar  el 
alzado  de  la  pieza  1  con  un.corfe  a  90°.  Acotar  según 
normas. 


La  parte  exterior  del  alzado  viene  dado  por  la  pieza 
mientras  que  el  interior  lo  delimita  la  pieza  2.  Para  acotar, 
usamos  algunas  cotas  perdidas  o  parciales.  " 
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EJEROOO  RESUELTO  7 

Representar  y  acotar  en  diédrico  la  pieza  adjunta,  dada  en 
perspectíva  isométrica,  dando  bs  vist as,  cortes  y/o  seccìones 
que  $e  consideren  necesarias. 


Representamos  el  alzado  y  la  planfa  superior,  sin  ninguna 
sección,  pues  no  es  necesaria.  Para  b  total  deíinición 
dimensionaí,  son  necesarias  1 1  cofas.  Obsérvese  que  los 
detalles  repetidos  (p.  ej.  los  dos  agujeros  pasantes  en  el 
alzado)  sólo  se  acotan  una  vez. 


EJERCICIOS  PROPUESTOS 


4. 


Representar  y  acotar  según  normas,  a  escala  E=  1:1,  las  tres 
vìstas  prindpales  de  las  siguienfes  piezas: 

1. 
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7. 


9.  Acotar,  según  normas,  la  píeza  de  revolución  que  aquí 
se  representa,  para  su  correcto  qefinición  dimensional. 


10.  Acotar  dimensionalmente  la  pieza  representada 
definíendo  sobre  el  propìo  dibujo  los  cortes  y/o  secciones  que 
se  consideren  necesarios. 
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1 1 .  Susiifuir  la  vista  menos  significativa  de  lo  representación 
adjunfa  por  otra  mós  adecuado  que  incluya  los  cortes  y/o 
secciones  que  se  consideren  oportunos. 
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12.  Completar  la  representación  diédrica  con  la  vista  lateral 
derecha. 


13.  Completar  el  alzado  de  la  pieza  dada,  teniendo  en 
cuenta  que  se  debe  delinear  lo  mítad  en  proyección  y  la  otra 
mitad  en  corte.  Acotar  el  objeto  sin  especificar  eí  valor  de  las 
dîmensiones.  Todos  íos  taladros  son  pasantes. 


14.  Representar  en  sistema  díédrico,  con  las  vistas  que  se 
consideren  necesarías,  la  pieza  adjunta  dada  en  isométrica. 
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15.  Representar  en  diédrico  la  pieza  dada  en  perspectivg 
isométrLçO/  mediante  vistas,  cortes  y/o  secciones  q uTTYe" 
consideren  necesarios. 


16.  Representar  en  diédrico  lo  pieza  dada  en  perspectiva 
isométrica,  mediante  vistas,  cortes  y/o  secciones  que  se 
consideren  necesarias. 
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17.  Representar  y  acotar  en  diédrico,  a  escala  E=l:l,  lo 
pieza  adjunta,  dondo  las  vistas,  corfes  y/o  secciones  que  se 
consideren  necesarios.  Los  cuatro  agujeros  son  pasantes, 
Cy=l  yel  diómetro  mayoresde  60  mm. 


20.  Acotar  según  normas  la  pieza  representada 


18.  Representar,  según  normas,  una  tercera  visfa,  con 
sección  por  su  plano  ae  simetría. 


1 9.  Represenfar  y  acotar  en  diédrico  la  pieza  adjunta,  dando 
las  vistas,  cortes  y/o  secciones  que  se  consideren  necesarias . 
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21.  Representar  en  diédrico  la  pieza  dada  en  sibujo 
isométrîco,  dando  îos  cortes  y/o  secciones  que  se  consideren 
necesarîos,  y  acotar  las  vístas  para  su  definición  dimensional. 
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